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Obliczeniowa optacalnos¢ zréwnoleglenia drobnoziarnistego
algorytmu numerycznego catkowania typu PECE

Streszczenie. W artykule oméwiono problemy zwigzane z przystosowaniem metody rozwigzywania ukiadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych
typu predyktor-korektor (PECE) do obliczenn w uktadach réwnolegtych. Zastosowanie tego typu algorytméw moze byc obliczeniowo opftacalne,
szczegdlnie gdy obliczanie funkcji prawej strony réwnania rézniczkowego jest kosztowne. Jednakze obliczenia réwnolegte z wieloma punktami
synchronizacji mogg powodowac wydfuzenie czasu obliczert w poréwnaniu do obliczeri sekwencyjnych.

Abstract. This paper presents a performance analysis predictor-corrector (PECE) numerical integration method in the parallel computation
calculations. The use of parallel algorithms for performing calculations in the analysis of initial value problems can be computationally viable,
especially if the right hand side of the calculation function of the differential equation is time expensive. However, the calculations in parallel with a
number of synchronization points may take a long computation time in comparison to the sequential calculation. (Computational cost-
effectiveness of parallelization granularity numerical integration PECE algorithm).
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Wstep

W artykule przedstawione zostang wyniki poréwnania
wydajnoséci réwnolegtych obliczen procedury numerycznego
rozwigzywania uktadow réwnan rézniczkowych
zwyczajnych typu predyktor-korektor (PECE) w zaleznosci
od zlozonosci obliczeniowej rownan oraz typu powigzan
pomiedzy rownaniami. Procedura BGKODE_DSP [1]
realizuje szczegdlny przypadek algorytmu Krogh’a [2].
Zostata ona specjalnie opracowana do zastosowan w
uktadach czasu rzeczywistego i realizuje obliczenia ze statg
dtugos$cig kroku. Jej zrownoleglona wersja jest obiektem
prezentowanych badan. Proces poszukiwania wzrostu
wydajnosci obliczen tego typu algorytmu w przypadku
obliczen réwnolegtych nie jest tatwy z powodu charakteru
zarowno metody predyktor-korektor jak i samej realizacji
obliczen réwnolegtych. Algorytm predyktor-korektor typu
PECE wymaga dwukrotnego okreslenia prawej strony
uktadu réwnan rozniczkowych (DIF) w kazdym kroku. W
przypadku braku powigzan pomiedzy réwnaniami mozliwe
jest zrownoleglenie obliczen bez punktéw synchronizacji w
pojedynczym kroku. Jesli rownania sg ze sobg powigzane,
co jest najczestszym przypadkiem, w pojedynczym kroku
catkowania wystepujg dwa punkty synchronizacji co czyni
go tzw. algorytmem drobnoziarnistym. Oznacza to, ze
zréwnoleglone zadania sg stosunkowo krotkie i koszty
tworzenia i komunikacji réwnolegtych watkédw moga
zdecydowa¢ o opfacalnosci takiej operacji. Okreslenie
teoretyczne czaséw komunikacji i synchronizacji watkéw
jest w praktyce bardzo trudne, zalezg one bowiem od wielu
czynnikéw i mozliwe jest jedynie ich zgrubne szacowanie.
Wydaje sie, ze jedyng skuteczng metodg ich poznani jest
pomiar czaséw wykonania poszczegdlnych zadan na
wybranej platformie sprzetowe;.

Uzycie procedury realizujgcej algorytm typu predyktor-
korektor do obliczen ukfadéw réwnan rézniczkowych jest
szczegolnie optacalne jesli chcemy otrzymac wyniki o duzej
doktadnosci, poréwnywalnej z metodami Runge-Kutta (R-K)
czwartego rzedu przy okoto dwukrotnie mniejszym koszcie
obliczeniowym zwigzanym z wywotywaniem prawej strony
uktadu réwnan rozniczkowych (DIF) [3]. Zréwnoleglenie
tych obliczen jest uzasadnione wzrostem efektywnosci
obliczeniowej przede wszystkim jesli obliczanie funkcji w
DIF jest kosztowne. Ma to miejsce jesli liczba réwnan
uktadu jest duza lub réwnania sg ztoZzone obliczeniowo.

Oprogramowanie wspomagajace
obliczen réwnolegtych

Powstato wiele narzedzi umozliwiajgcych migracje kodu
sekwencyjnego na uktady realizujgce obliczenia réwnolegte.
Mechanizmy te wspomagajg miedzy innymi podziat zadan
pomiedzy procesy i watki realizowane réwnolegle, dostep
do pamieci, punkty synchronizacji oraz inne wptywajgce na
efektywnos¢ wykonywania operagiji réwnolegtych
parametry. Do popularnych standardéw wspierajgcych
obliczenia réwnolegte zaliczamy POSIX Threads i OpenMP
[4]. W prezentowanych badaniach uzywano OpenMP (Open
Multi-Processing) w implementacji dla C/C++ ktory zawiera
zbioér funkcji  bibliotecznych, dyrektyw kompilatora i
zmiennych srodowiskowych umozliwiajgcych
zrownoleglenie programow wykonywanych na komputerach
0 wspotdzielonej pamigci. Umozliwiajg one miedzy innymi
w przejrzysty sposdb wyodrebnienie z kodu obszaréw
podlegajace zréwnolegleniu, okreslenie sposobu
wspotdzielenia pamieci przez zmienne w watkach czy
okreslenie punktéw synchronizacji watkéw. W celu
minimalizacji kosztow migrowania watkow miedzy
procesorami i kosztéw przetgczania kontekstu ustawiano
koligacje procesoréw na watki w celu przyporzgdkowania
ich do wybranych rdzeni procesora.

Wykorzystujgc mechanizm zréwnoleglenia OpenMP
porownano efektywnos¢ zréwnoleglenia w przypadku
obliczen na 8 rdzeniowym procesorze Intel Xeon E5430 w
zaleznosci od liczby wykonywanych watkéw (uzywanych
rdzeni procesora) oraz kosztow obliczeniowych w funkcji
okreslajgcej prawg strone uktadu réwnan rézniczkowych
(DIF).

Testowano wiele mozliwych wariantéw zréwnoleglenia
procedury BGKODE_DSP realizujgcej algorytm typu PECE.
Do analizy wydajnosci zréwnoleglonych programéw oraz
préby ich optymalizacji ze wzgledu na catkowity czas
obliczen wykorzystywano tzw. profilery. Programy te
umozliwiajg sledzenie podziatu zadan na watki, czas ich
wykonania, okreslenie kosztow tworzenia, zarzgdzania i
konczenia watkéw, analize dostepu do pamieci i wiele
innych aspektow. W czasie badan wykorzystano Intel Vtune
Amplifier XE 2013 z Paraller Studio XE [5], AMD
CodeAnalyst [6]. Ich dziatanie w przypadku analizy zadan
drobnoziarnistych nie zawsze daje oczekiwane rezultaty, sg
one naturalnie przystosowane do bardziej masowych
obliczen.
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Obliczenia rownolegte w algorytmie typu PECE

Algorytm numerycznego catkowania typu predyktor-
korektor zastosowany w procedurze BGKODE_DSP zostat
szczegotowo opisany w [1]. Na rysunku 1 pokazany jest
schemat blokowy najwazniejszych z punktu widzenia
operacji zréwnoleglenia cztonoéw tego algorytmu.
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Rys.1. Schemat organizacji obliczen w algorytmie typu PECE z
dwoma wywotaniami funkcji DIF (BGKODE_DSP)

Algorytm PECE nalezy do algorytméw o typie
réwnolegtosci  drobnoziarnistej (wymagajgcych  wielu
punktéw synchronizacji) z powodu obliczeh realizowanych
w DIF. W wiekszosci przypadkow obliczenia te zawieraja
powigzania pomiedzy réwnaniami co wymusza uzycie tzw.
barier w celu zapewnienia poprawnosci obliczen (wyjatkiem
jest przypadek braku powigzan pomiedzy réwnaniami w
DIF).  Czeste synchronizacje mato kosztownych zadan
mogg powodowaé, iz pomimo zrownoleglenia obliczen
rzeczywisty czas ich wykonywania wcale nie ulegnie
skrécenia, a nawet moze sie zwiekszyé wzgledem czasu
obliczen sekwencyjnych. Powodem tego efektu sg koszty
tworzenia proceséw i watkdw, migracja watkéw i sposéb
dostepu do pamieci w trakcie obliczen.

Ponizej przestawiono sposdb organizacji obliczen dla 4
procesorow w przypadku braku powigzan pomiedzy
réwnaniami w uktadzie réwnan rézniczkowych (DIF).
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Rys.2. Symboliczny schemat organizacji obliczen réwnolegtych
algorytmu PECE w przypadku braku powigzan pomiedzy
réwnaniami w DIF: a — znaczacy koszt obliczen w DIF i b — maty
koszt obliczen w DIF. P, — procesor master, P,,P3, P4 — procesory
slave, KPW — koszt powotania watkéw, KZW — koszt zamkniecia
watkéw, obszar zakratkowany — cze$¢ sekwencyjna kodu.

W tym przypadku mozliwe jest zrownoleglenie obliczan ze
wzgledu na niezalezno$¢ dziatan dla poszczegoinych
réwnan uktadu bez punktoéw synchronizacji w pojedynczym
kroku catkowania. Na rysunku 2a zobrazowano
schematycznie podziat zadan na cztery procesory. Koszty
tworzenia watkéw wykonywanych roéwnolegle (slave)
zwigkszajg sumaryczny czas obliczen watku gtéwnego
(master). W przypadku matego kosztu obliczern ukfadu
réwnan w DIF (rys.2b) udziat tego czasu w stosunku do
czasu obliczen zrownoleglonych watkow jest wiekszy. Moze
to powodowa¢ brak oczekiwanego przyspieszenia
zréwnoleglonego programu. Istotnym jest tu obliczeniowy
koszt powotania watkéw i ich zamkniecia zalezny w duzej
mierze od warstwy sprzetowej, wydajnosci i architektury
procesora.

Na rysunku 3 pokazano dwa przyktadowe sposoby
organizacji obliczen w przypadku powigzan pomiedzy
réwnaniami w DIF. W przypadku obliczen drobnoziarnistych
(rys.3a) efekt zréwnoleglenia mato kosztownej obliczeniowo
czesci moze byC przystoniety czasem tworzenia watkéw
(KPW) i ich konczenia (KZW). Koszty te spowodowane sg
miedzy innymi koniecznoscig przesytania danych pomiedzy
procesami (master-slave) oraz koniecznoscig
synchronizacji proceséw. Moze okazac¢ sie, ze rezygnacja
ze zrownoleglenia czesci z posrédd wszystkich mozliwych
blokéw bedzie korzystniejszym wyborem. Przypadek ten
obrazuje rysunek 3b gdzie mate koszty obliczenia czesci
predykcyjnej i korekcyjnej algorytmu wzgledem kosztéw
tworzenia i zamykania watkow czynig zrownoleglenie tych
blokdéw nieoptacalne. Korzystniej jest zostawi¢ je do
realizacji w watku gtdbwnym. Mechanizm ten moze
powodowa¢ w niektérych przypadkach brak korzysci ze
zrownoleglenia programu sekwencyjnego.
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Rys.3. Symboliczny schemat organizacji obliczen réwnolegtych w
BGKODE_DSP w przypadku powigzan pomiedzy réwnaniami w
DIF: a — zréwnoleglenie wszystkich sekcji, b — predykcja i korekcja
liczone w watku master w sposob sekwencyjny, zréwnoleglenie
jedynie sekcji obliczen DIF. P, — procesor master, P,,P3;, Ps —
procesory slave, KPW — koszt powotania watkow, KZW — koszt
zamkniecia watkoéw, obszar zakratkowany — czes$¢ sekwencyjna
kodu.

68 PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 90 NR 11/2014



Jako miare obliczen réwnolegtych przyjeto
przyspieszenie obliczen zdefiniowane jako stosunek czasu
rozwigzania zadania sekwencyjnym algorytmem PECE na
jednym procesorze (Ts) do czasu rozwigzania zadania
algorytmem réwnolegtym na p procesorach (Tr(p)):

T
(1) S(p)=—3—.
P ®

Koszt obliczeniowy funkcji DIF zdefiniowano przy pomocy
liczby operacji mnozenia z akumulacjg (ang. MAC). Ponizej
na wykresach przedstawiono poréwnanie przyspieszenia
zréownoleglonego algorytmu PECE dla 2, 4 i 8 procesoréw
oraz 8 rownan w DIF o zlozonosci obliczeniowej 48 MAC (8
réwnan po 6 operacji MAC) (Rys.4) i 480 MAC (8 réwnan
po 60 operacji MAC) (rys.5).
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Rys.4. Przyspieszenie obliczen réwnolegtego algorytmu PECE w
zalezno$ci od liczby procesorow dla kosztu obliczeniowego w
DIF=48 MAC. Linia kreskowana obrazuje idealne przyspieszenie,
tréjkgtami zaznaczono wyniki przyspieszenia dla algorytmu gdzie
zrownoleglono  wszystkie  sekcje, natomiast  gwiazdkami
zaznaczono wyniki przyspieszenia dla algorytmu gdzie predykcja i
korekcja liczone sg w watku master w sposéb sekwencyjny,
zrownoleglono jedynie sekcje obliczen DIF.

Przyspieszenie S(p)

Liczba procesordw p

Rys.5. Przyspieszenie obliczen réwnolegtego algorytmu PECE w
zaleznosci od liczby procesorow dla kosztu obliczeniowego w
DIF=480 MAC. Linia kreskowana obrazuje idealne przyspieszenie,
trojkatami zaznaczono wyniki przyspieszenia dla algorytmu gdzie
zrownoleglono  wszystkie  sekcje, natomiast  gwiazdkami
zaznaczono wyniki przyspieszenia dla algorytmu gdzie predykcja i
korekcja liczone sg w watku master w sposob sekwencyjny,
zrownoleglono jedynie sekcje obliczen DIF.

Na rysunkach 4 i 5 poréwnano wyniki przyspieszenia
obliczen réwnoleglych w przypadku obliczen algorytmu
catkowicie rownolegtego (zrownoleglenie wszystkich sekcji)
oraz algorytmu czesciowo rownolegtego (predykcja i
korekcja liczone sg w watku master w sposob sekwencyjny,
zrownoleglone jedynie zostaty sekcje obliczen DIF). W

przypadku pierwszego algorytmu i matego kosztu obliczen
w DIF optacalno$¢ zréownoleglenia wystepuje w przypadku
wykorzystania o$Smiu rdzeni procesora (trojkaty na rys.4). W
przypadku uzycia drugiej wersji algorytmu optacalnosé
(cho¢ niewielka) pojawia sie juz od przypadku
wykorzystania czterech rdzeni (gwiazdki na rys.4). Bardziej
kosztowne obliczenia w DIF (rys.5) zarowno w przypadku
pierwszego algorytmu jak i drugiego powodujg, ze
opfacalne staje sie uzycie czterech i osmiu rdzeni. Dopiero
zwiekszenie zasobdéw (liczby wykorzystanych rdzeni
procesora) powoduje  optacalno$¢  zrownoleglonych
obliczen, zaréwno w przypadku pierwszego i drugiego
porownywanego algorytmu, ktéra jest i tak daleka od
wartosci przyspieszenia (linia kreskowana) w przypadku
obliczen dobrze nadajgcych sie do zréwnoleglenia (tzw.
dekompozycja trywialna algorytmu i danych).

Podsumowanie

Skomplikowane i kosztowne obliczeniowo algorytmy
predyktor-korektor typu PECE do rozwigzywania uktadow
réwnan rozniczkowych stosuje sie jesli zalezy nam na
wiekszej doktadnosci rozwigzan, porownywalnej z wynikami
uzyskiwanymi z metody R-K czwartego rzedu [1]. Dzieki
tylko dwukrotnemu wywotanie funkcji okreslajgcej prawg
strone ukfadu réwnan rézniczkowych (DIF) nastepuje blisko
dwukrotnie zmniejszenie kosztow obliczeniowym w
stosunku do metody R-K czwartego rzedu. Zrownoleglenie
tego typu algorytmu nie zawsze jest optacalne z powodu
tzw. drobnoziarnistosci. Ta cecha spowodowana jest
licznymi punktami synchronizacji algorytmu wynikajgcymi
ze stosunkowo nieduzych niezaleznych blokéw obliczen
podlegajgcych zréwnolegleniu. Jesli koszty tworzenia i
zarzgdzania watkami sg istotne w poréwnaniu z zyskiem ze
zréwnoleglenia obliczen nie warto stosowaé tej metody
poprawy wydajnosci obliczen. Zalezy to w duzej mierze od
wydajnosci i architektury procesoréw uzywanych w
obliczeniach. Odpowiedz o optacalnos$¢ tych obliczen moze
da¢ w zasadzie tylko préba optymalizacji [7] polegajgca na
precyzyjnym podziale zadan na poszczegdlne procesy.
Szczegolnie istotne sg w tym przypadku powigzania
poszczegdlnych réwnan w DIF umozliwiajgce mozliwie
najréwniejsze obcigzenie proceséw oraz witasciwy dobdr
liczby wykorzystywanych procesoréw i sposob dostepu do
pamieci w celu wymiany danych.
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