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Analiza porównawcza metod wyznaczania transformacji 
linearyzujących nieliniowe równania stanu układu 

 
 

Streszczenie.  W pracy przedstawiono zastosowanie elementów teorii geometrii różniczkowej do konstrukcji transformacji przestrzeni stanu, 
linearyzującej dynamiczny układ nieliniowy. Omówiono metody wyznaczania transformacji linearyzujących nieliniowe równania stanu układu 
(wejście-stan układu nieliniowego) oraz przeprowadzono ich analizę porównawczą. Przedstawiono warunki,  jakie musi spełniać układ nieliniowy aby 
możliwe było przeprowadzenie zabiegów linearyzujących.  
  
Abstract. The paper presents an application of elements of the theory of differential geometry for building the state space transformation, which 
linearizes a nonlinear dynamic system. The methods of determining the transformations for linearizing the nonlinear state equations (input-state of 
nonlinear system) are discussed and comparative analysis of them is performed. The conditions to be met by a nonlinear system to be able to carry 
out linearizing operations are also presented.(Comparative analysis of methods for determining the transformation linearizing the nonlinear 
equations of the system state).  
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Wstęp 
 Obwody elektryczne o parametrach skupionych, układy 
mechaniczne czy elektromechaniczne mogą być opisane 
skończoną liczbą wzajemnie sprzężonych równań 
różniczkowych zwyczajnych i zależności algebraicznych  
[1–4]. Rzeczywiste układy fizyczne wykazują cechy 
nieliniowości oraz dodatkowo posiadają zmienne w czasie 
parametry. Badanie takich układów sprowadza się do 
analizy ich modelu matematycznego, który w ogólnym 
przypadku ma charakter nieliniowy. Stosując jednolite 
podejście matematyczne, opis stanu wielu rzeczywistych 
układów fizycznych można przedstawić za pomocą 
nieliniowego równania stanu [5–7].  
Ogólnie nieliniowy model układu opisujący jego dynamikę w 
przestrzeni stanu można przedstawić za pomocą  układu 
równań różniczkowych pierwszego rzędu: 

(1)   mn tuttttt RRxuxfx  )(,)(,),(),()(  

i układu równań algebraicznych: 

(2)   pttttt Ryuxhy  )(,),(),()(  

gdzie: t – czas, )(tx – pochodna wektora stanu x(t), u(t) – 

wektor wymuszeń (wejść) układu, y(t) – wektor odpowiedzi 
(wyjść) układu, f i h –funkcje wektorowe (nieliniowe).  
 
Projektowanie obwodów elektrycznych czy układów 
elektromagnetycznych zależy w dużym stopniu od postaci 
modelu matematycznego wykorzystywanego do analizy. 
Niestety w praktyce zarówno dobór adekwatnego modelu 
nieliniowego, jak i jego parametryzacja są bardzo trudne. 
Dlatego poszukuje się zlinearyzowanych – najlepiej 
liniowych modeli układów nieliniowych. 
Współczesna teoria układów nieliniowych, w szczególności 
jej geometryczne ujęcie [5–11], uzyskała zasadnicze 
znaczenie jako narzędzie do linearyzacji układów 
nieliniowych (rozumianej jako transformacja stanu układu). 
Wprowadzenie koncepcji odsprzęgania i dekompozycji 
układów nieliniowych do postaci liniowej, pozwala w wielu 
przypadkach na przedstawienie układów nieliniowych za 
pomocą ich liniowych modeli. Modele takie powstają w 
wyniku działania transformacji linearyzującej – 
transformującej układ nieliniowy przy użyciu zmiany 
współrzędnych w przestrzeni stanu. Zmiana taka polega na 
zamianie oryginalnych zmiennych stanu x(t) na nowe 

zmienne z(t) ale przedstawione (opisujące układ) już w 
nowej przestrzeni stanu [5, 12–14].  
Obrazowo działanie takiej transformacji linearyzującej 
można przedstawić następująco: 

(3) )()(:)( ttS zxx   

gdzie: S(x) – transformacja linearyzująca, z(t) nowy wektor 
stanu. 
 
W wyniku jej działania wektor stanu w nowych 
współrzędnych przyjmuje postać:  

(4) )(xz S  

gdzie: S(x) = [S1(x), S2(x), …, Sn(x)]T jest odwzorowaniem 
określonym na zbiorze otwartym przestrzeni Rn 
o wartościach w Rn i następujących własnościach: 
 S jest odwracalne tzn. istnieje odwzorowanie odwrotne 

S-1 (pozwalające na powrót do oryginalnych składowych 
wektora stanu x(t)) takie że: 

(5) )(1 zx  S   dla dowolnego z w imS 

 gdzie: imS jest obrazem przy przekształceniu S 
 S oraz S-1 są gładkimi odwzorowaniami. 
 
 Transformacja tego typu nazywana jest 
dyfeomorfizmem [6, 7], [15]. Warunki konieczne 
i wystarczające istnienia transformacji S(x) układu 
nieliniowego na układ liniowy podaje twierdzenie 
zamieszczone w dalszej części pracy. Układy, które nie 
dają się zlinearyzować a jedynie transformują się do 
układów qusiliniowych mogą być dalej linearyzowane przez 
zastosowanie sprzężenia zwrotnego. Należy wówczas 
korzystać z połączenia (kombinacji) linearyzacji poprzez 
transformację zmiennych stanu i transformacji wymuszenia 
u(t) z zastosowaniem sprzężenia zwrotnego [16–18]. 
W wyniku działania transformacji polegającej na zmianie 
współrzędnych i wprowadzeniu sprzężenia zwrotnego 
wektor stanu w nowych współrzędnych można przedstawić 
następująco: 

(6) )(xz S  +  sprzężenie zwrotne  

Podstawowymi przykładami zastosowania tego typu 
transformacji linearyzujących są układy nieliniowe opisujące 
stan nieustalony w obwodach elektrycznych zawierających 
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elementy gromadzące energię (np. układy z elementami 
RLC) bądź uklad generatora nieliniowego opisanego 
równaniem Van der Polla: 

(7) 
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w którym parametr  traktujemy jako wymuszenie, lub 
równanie Lotka-Volterra: 

(8) 
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które może przedstawiać model nieliniowego oddziaływania 
o charakterze antagonistycznym lub dynamikę oscylacji 
stężeń substancji w hipotetycznej reakcji chemicznej. 
 
W niniejszej pracy rozważane będą układy nieliniowe 
(modelujące wejście-stan) opisane szczególną postacią 
układu (1) i dane następującym równaniem: 

(9) nm

i
t  ,        titi + t  = 

dt

td
Rxuxgxf

x



)()())(())((

)(
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gdzie: f oraz g1, g2, …, gm są gładkimi polami wektorowymi 
określonymi na rozmaitości M  = Rn, nazywanej przestrzenią 
stanu. 
 
Wymienione metody pozwalają na linearyzację 
(odsprzęganie i dekompozycję) układów nieliniowych (9) do 
następującej postaci liniowej: 

(10) )()(
)(

tt
td

td
vBzA

z
  

gdzie: z(t) i v(t) są nowymi wektorami stanu i wymuszenia, 
A i B są macierzami odpowiednich wymiarów. 
 
Analizę układu (10) prowadzimy stosując metody znane 
z teorii układów liniowych, a następnie korzystając z 
transformacji odwrotnej S-1(z) przenosimy rezultaty na układ 
nieliniowy (9). 

Przedmiotem niniejszej pracy jest analiza porównawcza 
metod stosowanych do wyznaczania transformacji S(x) 
pozwalającej na przedstawienie nieliniowego równania 
stanu w postaci liniowej. 

W atrykule podano elementy teorii geometrii 
różniczkowej [5-6, 8–11] na podstawie których 
skonstruowano metody transformacji zmiennych stanu S(x), 
tak aby nieliniowy układ dynamiczny (9) sprowadzić do 
układu liniowego (10). Do konstrukcji transformacji (4) 
wykorzystano elementy algebry Liego (własności 
grupowego działania jakim są nawiasy Liego) [19–21]. 
 
 
Transformacja przestrzeni stanu 

W analizie układów nieliniowych na szczególną uwagę 
zasługuje operacja obejmująca gładkie pola wektorowe f 
oraz g określone na otwartym zbiorze M przestrzeni Rn [7, 
9]. Wynikiem takiej operacji (zdefiniowanej poniżej) jest 
nowe gładkie pole wektorowe. 
 
Definicja. Niech f i g będą polami wektorowymi 
określonymi na rozmaitości M zawartej w Rn. Nawiasami 
Liego pól wektorowych f i g nazywamy pole wektorowe, 
zdefiniowane zależnością: 

(11) gffgg
x

f
f

x

g
gf  )()(] ,[ 







 

gdzie: - operator Hamiltona - „nabla”,  - iloczyn skalarny, 
g oraz f są gradientami pól wektorowych f i g. 
 
Nawiasy Liego można zapisać w formie zwartej (używanej 
w dalszej części artykułu)  jako adfg. 

(12) gfgf ad],[  

Dla tak przyjętego oznaczenia nawiasów, możemy napisać 
wzory rekurencyjne:  

ggf  = 0ad  oraz: ] ,  [ = 1gffgf
iadiad . 

 
Warunki konieczne i wystarczające istnienia transformacji 
układu nieliniowego na układ liniowy podaje poniższe 
twierdzenie [5, 6]: 
Twierdzenie 1. Układ nieliniowy dynamiczny (9) 
w otoczeniu punktu równowagi xo tzn. f(xo) = 0, 
jest transformowalny do układu liniowego: 

(13)  


m

i
ii u

1
bzAz  

wtedy i tylko wtedy kiedy spełnione są następujące dwa 
warunki w otoczeniu V punktu równowagi xo ( x  V): 

(a)  1,,0,1;)})({dim(  njminadspan i
j xgf  

(b)  0,,,1;0)](,[  lkmjiadad j
l

i
k xgfgf ;  

Dowód twierdzenia przedstawiony został w pracy [5]. 

Jeżeli spełnione są warunki (a) i (b), to w otoczeniu V 
istnieje n gładkich funkcji Si(x) (i = 1, ..., n) takich, że 
spełniają one równanie: 

(14) 
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oraz istnieje transformacja S(x) układu (9) do postaci 
liniowej. W nowym układzie współrzędnych (4) pochodna 
wektora stanu dana jest równaniem: 

(15) 
td

td
S

td

td )(
)(

)( x
x

z    

po podstawieniu do (15) wyrażenia na pochodną wektora 
stanu (9) otrzymujemy: 

(16) ))()(()(
)(

1



m

i
ii uS

td

td
xgxfx

z    

Ponieważ odwzorowanie (14) jest dyfeomorfizmem, ma 
zatem odwrotne gładkie przekształcenie S-1: S(V)V takie, 
że dla dowolnego z  S(V): 

(17)  )()( 1 tSt zx   

Własność ta umożliwia powrót do oryginalnych 
współrzędnych stanu x = (x1, x2, …, xn). Podstawiając (17) 
do zależności (16), otrzymujemy transformowaną 
(poszukiwaną) postać równania nieliniowego (9): 
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Równanie (18) możemy zapisać korzystając z transformacji 
stycznościowej S*(x) indukowanej przez transformację S(x) 
oraz (4) w postaci: 

(19) i
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gdzie:  

(19a) 
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Równanie (19) jest postaci (9) (ale teraz opisane w nowych 
współrzędnych z(x) ze stanem początkowym: z(0) = S(xo)). 
W celu wyznaczenia poszukiwanej transformacji S(x) (14) 
zostaną zaprezentowane dwie metody [5, 15, 22–24]  
pozwalające na wyznaczenie jej współrzędnych Si(x); 

ni 1 : 
 metoda, nazywana metodą rektyfikacji lokalnego układu 

współrzędnych (U, z1, ..., zn); 
 oraz metoda, za pomocą której składowe transformacji 

wyznaczymy rozwiązując układu równań różniczkowych 
pierwszego rzędu. 

 
Metoda rektyfikacji lokalnego układu współrzędnych 

Metoda polega na wyznaczeniu zupełnych form 
różniczkowych pierwszego rzędu dSi: 1  i  n spełniających 
następujące równanie macierzowe: 

(20) 1DS f  )(d   

gdzie: 1 – macierz jednostkowa; dS – macierz współczynni-
ków formy różniczkowej określona następująco:   

(21) 
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D(-f) – dystrybucja wyznaczona dla wektorów (g, –f): 

(22)  ggggD ffff ,,,,, 1
)(

2
)(

1
)()(  





  adadad nn  

Współczynniki formy różniczkowej (21)  ),,,( 21 nij xxxS   

są funkcjami niewiadomymi. I tak, przykładowo: 

nn dxSdxSdxSdS )()()( 12121111 xxx    

nn dxSdxSdxSdS )()()( 22221212 xxx     
                                                           

nnnnnn dxSdxSdxSdS )()()( 2211 xxx    

Po podstawieniu (21) i (22) do równania (20) otrzymujemy 
że: 

(23)   1DxS f 1
)()( 

  

czyli macierz współczynników formy różniczkowej Sij(x)  jest 
równa macierzy odwrotnej dystrybucji D(-f): 

(24)   )(,,,,,
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Istnienie macierzy odwrotnej (24) wynika z warunku (a) 
twierdzenia 1. Ponieważ: 

(25) 0,,,,det 1
)(

1
)( 







 ggg ff  adad n  

rząd macierzy D(-f) jest równy n.  

Obliczając współczynniki formy różniczkowej (21) możliwe 
jest wyznaczenie składowych poszukiwanej transformacji 
S(x). W tym celu należy kolejno całkować dSi ; 1 ≤ i ≤ n 
zgodnie z zależnością: 

(26)   ini dSxxxS ),,,( 21    

gdzie: 

    nn dxSdxSdxSS )()()()( 12121111 xxxx 
 

    nn dxSdxSdxSS )()()()( 22221212 xxxx 
 

                                                                       

    nnnnnn dxSdxSdxSS )()()()( 2211 xxxx 
 

 
Metoda równań różniczkowych pierwszego rzędu 
 W metodzie tej składowe transformacji Si(x); ni 1  
( zx :S ) wyznaczymy rozwiązując następujący układu 
równań różniczkowych pierwszego rzędu: 

(27) 
nicaddS
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i
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1,0,

0,

1
)( gf

  

 

lub rozpisując: 0, 11 nDdS  

 1
1
)(1 , caddS n 

 gf  

 0, 22 nDdS  

(28)                          

 0, 0 DdSn    

 n
n

n caddS 
 gf

1
)(,  

w którym kolejne dystrybucje niDn  1;1  mają postać: 

  gspanD 0  

  gg f
1

)(1 ,  adspanD  

                          

  ggg ff
1
)(

1
)(1 ,,, 

  n
n adadspanD   

 W równaniach (27), nidSi 1;  są formami 

różniczkowymi pierwszego rzędu reprezentowanymi przez 
gradienty funkcji )(xiS . 

 Prezentowane metody zastosowano do linearyzacji 
układu równań nieliniowych opisujących nieliniowy układ 
oscylacyjny drugiego rzędu. 
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Przykład 
 Rozpatrzono dynamiczny układ nieliniowego generatora 
określonego na R+ R+ i opisanego następującym układem 

równań: 

(29 ) 
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Niech  T1,1ox  oraz wymuszenie u = 1(t). 
Wektory f(x) i g(x) (f, gR2, n = 2, m = 1) układu równań (26) 
mają postać: 
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Punktem wyjścia linearyzacji jest, stosując twierdzenie 1, 
sprawdzenie warunków istnienia transformacji S(x) dla 
układu równań (29). W tym celu należy wyznaczyć dla 
funkcji wektorowych f i g  zbiór wektorów (będących 
nawiasami Liego) określony następująco: 

(30) }1,,0,1),({  njmiad i
j xgf  

W rozpatrywanym przypadku wektory te tworzą 
następującą dystrybucję: 

(31)  gg f
1, ad  

Wyznaczając kolejne nawiasy Liego występujące w (31) 
otrzymujemy:  

 T20 xg  
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Jak wynika z obliczeń: 

(32)   
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Zatem dystrybucja   reprezentowana przez macierz F ma 
postać: 

(33)   Fg f 
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Rząd macierzy F jest równy 2. 
 
Ponieważ det F = 021  xx , dla  x1, x2 0  spełniony jest 

warunek (a). W zbiorze tym dystrybucja   jest nieosobliwa. 
 
Warunek (b) w rozpatrywanym przypadku, dla: 

11,0,,2,1  nlknm  ma postać: 
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Ponieważ 0],[],[ 11  gggg ff adad  spełniony jest 

również warunek (b) a dystrybucja   jest dystrybucją 
inwolutywną (całkowalną). 

Zatem układ (29) spełnia warunki (a) oraz (b). Oznacza to, 
że istnieje n = 2 gładkich funkcji S1(x), S2(x), takich, że 
spełniają one równanie (14) czyli istnieje transformacja S(x) 
układu (29) do układu liniowego. Dla rozpatrywanego 
przypadku ma ona następującą ogólną postać: 

(34) 
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 Do wyznaczenia składowych transformacji (34) 
skorzystano z przedstawionych metod. 

W metodzie rektyfikacji lokalnego układu współrzędnych 
należy wyznaczyć zupełne formy różniczkowe pierwszego 
rzędu dSi: 1  i  n spełniające równanie macierzowe (20). 
Przyjmuje ono w analizowanym przypadku postać: 
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W równaniu (35) dystrybucja D(-f) ma następującą 
reprezentację macierzową: 
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Macierz odwrotna dystrybucji występującej w równaniu (23) 
jest równa: 
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gdzie: Dd(x) jest macierzą dopełnień algebraicznych 
macierzy D(-f)(x). W tym przypadku: 

(36)  
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stąd: 

(37) 
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Formy różniczkowe wyznaczany ze wzoru: 

(38) 
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Formy te są postaci: 

(39) 
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Całkując formy (39), otrzymujemy składowe poszukiwanej 
transformacji: 

(40) 
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Druga metoda wyznaczania transformacji S(x) polega 
na rozwiązaniu następującego układu równań 



32                                                                                 PRZEGLĄD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 90 NR 4/2014 

różniczkowych pierwszego rzędu, które w rozpatrywanych 
przypadku mają postać: 

(41a) 0,1 gdS  
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Dla równania (41a) otrzymujemy: 
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Wynika stąd, że: 0
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W efekcie otrzymujemy pierwszą składową poszukiwanej 
transformacji, która jest równa:  

(42) 1211 ln),( xxxS   (7) 

Następnie wstawiając S1(x1, x2) do równania (41b) 
otrzymujemy składową S2(x1, x2): 
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Jak można zauważyć składowe poszukiwanej transformacji 
wyznaczone obiema metodami są tej samej postaci. Zatem 
można zapisać, że: 
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W celu wyznaczenia zlinearyzowanego równania stanu 
należy wyznaczyć transformację stycznościową S*(x) (19a).. 
Ma ona postać następującą: 

(45) 
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Transformacja wektorów f(x) i g(x) daje następujące 
przedstawienie: 
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Stąd układ nieliniowy (29) w nowych współrzędnych 
),( 21 zz  przyjmuje postać liniową opisaną następującym 

układem równań: 
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gdzie:      0,0)1,1(),1,1()0(),0( 2121  SSzz . 

 

Powyższa transformacja jest zdefiniowana globalnie na 

RR . W efekcie zastosowanej linearyzacji otrzymujemy 

liniowy model układu (29) we współrzędnych z(t), 
zdekomponowany i odsprzęgnięty.  Łatwo sprawdzić, że 
rozwiązanie równania (46) jest następujące: 
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Korzystając następnie z zależności (17) wyznaczamy 
przebiegi czasowe rozwiązania układu nieliniowego (29) 
mają postać: 

(48) 
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Podsumowanie 
 Analizując otrzymane wyniki można stwierdzić, że 
metoda rektyfikacji lokalnego układu współrzędnych jest 
metodą dającą identyczne rezultaty jak metoda oparta 
o równania różniczkowe pierwszego rzędu.  Obie metody 
wymagają podobnego nakładu obliczeń dla układów niskich 
rzędów. W przypadku układów rzędu n = 3 rozwiązanie 
układu równań różniczkowych cząstkowych pierwszego 
rzędu staje się trudniejszym zadaniem niż całkowanie form 
różniczkowych pierwszego rzędu.  
 
Układ równań (27) dla n = 3 przyjmuje postać: 
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Zatem rozwiązując powyższy układ otrzymujemy układ 
dziewięciu równań różniczkowych cząstkowych pierwszego 
rzędu o niewiadomych trzech funkcjach skalarnych 
S1(x1,  x2,  x3); S2(x1,  x2,  x3); S3(x1,  x2,  x3).  
Rozwiązanie układu równań różniczkowych cząstkowych 
pierwszego rzędu jest trudniejszym zadaniem niż 
scałkowanie form różniczkowych pierwszego rzędu.   

Uzyskane w wyniku stosowania transformacji 
linearyzującej proste modele liniowe opisane równaniem 
(10) okazują się bardzo przydatne w rozwiązywaniu 
różnych praktycznych problemów techniki, głównie z uwagi 
poznaną i dobrze opanowaną teorię układów liniowych.  

Prezentowane zabiegi transformacyjne nie naruszają 
związków konstytutywnych (charakterystyk elementów 
nieliniowych) a jedynie są transformacjami, które czynią to 
co jest nieliniowe w jednym układzie współrzędnych, 
liniowym w innym – poszukiwanym układzie współrzędnych. 
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