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Wykorzystanie skladowych gtéwnych z norma L1

do filtracji projekcyjnej

Streszczenie. W niniejszej pracy zaprezentowano zmodyfikowang metode nieliniowej filtracji projekcyjnej. Zaproponowana modyfikacja dotyczy
problemu wyznaczania podprzestrzeni projekcyjnej. W oryginalnej metodzie filtracji do wyznaczenia podprzestrzeni projekcyjnej wykorzystuje sie
metode analizy sktadowych gtownych (PCA), gdzie wykorzystywana jest norma L2. Norma L2 wraZliwa jest na probki obce, stgd zaproponowano
metode PCA z normg L1 do wyznaczenia podprzestrzeni projekcyjnej jak rowniez do wyznaczenia koricowej wartosci probki sygnatu.

Abstract. The paper presents a modification of nonlinear state-space projections (NSSP) method. The proposed approach deals with the sub-space
estimation problem. In the original NSSP method, the principal component analysis (PCA) is used for the sub-space determination. The classical
PCA uses L2 norm which is sensitive to outliers. Thus, in this paper the L1 norm PCA is proposed for a sub-space determination as well as for the
final value of the processed signal sample. A modification of nonlinear state-space projections (NSSP) method

Stowa kluczowe: przestrzen fazowa, filtracja projekcyjna, nieliniowe ttumienie zaktécen.
Keywords: embedded space, projective filtering, nonlinear noise reduction.

doi:10.12915/pe.2014.05.31

Wstep

Podczas rejestracji sygnatow o matej amplitudzie
(pojedyncze mV) Ilub bardzo matej (dziesigtki pV)
rejestrowane sg rowniez zakitécenia. Amplituda zaklécen
moze przekracza¢ amplitude sygnatu uzytecznego. Do
ttumienia zaktécen wykorzystuje sie filtry. Filtry liniowe z
powodzeniem stosuje sie¢ w przypadkach, gdy widmo
szumu nie pokrywa sie z widmem sygnatu uzytecznego. W
przypadku, gdy widmo szumu pokrywa sie z widmem
sygnatu uzytecznego filtry liniowe sg praktycznie
bezuzyteczne. W takim przypadku, do eliminacji zakt6cen
mozna zastosowa¢ metody z dziedziny dynamicznych
systemdw nieliniowych. Zwigkszajgca sie moc obliczeniowa
komputeréw umozliwia stosowanie takich metod w
akceptowalnym czasie [1]. Jedng z metod majgca swe
korzenie w dynamicznych systemach nieliniowych jest
metoda nieliniowe] filtracji projekcyjnej (ang. NSSP:
Nonlinear State—Space Projection Method). Metoda
nieliniowe] filtracji projekcyjnej zostata z powodzeniem
uzyta do eliminacji zaktécen w sygnale EKG [2][3] badz
filtracji sygnatow hydrologicznych [4]. W metodzie NSSP do
wyznaczenia podprzestrzeni projekcyjnej wykorzystywana
jest metoda analizy sktadowych gtéwnych (ang. PCA:
Principal Component Analysis). Powszechnie stosowana
metoda PCA wykorzystuje norme L2, ktéra to norma jest
wrazliwa na probki obce (ang. outliers). W pracy [5]
wykorzystano metode PCA opartg o norme L7 do
wyznaczenia podprzestrzeni projekcyjnej, co zwigksza
odpornos¢ metody na probki obce. W ostatnim kroku filtraciji
projekcyjnej wyznacza sie wartos¢ srednig ze wszystkich
wystgpien przetwarzanej prébki sygnatu w reprezentacji
sygnatu w przestrzeni fazowej. W niniejszej pracy
zaproponowano, aby wartos¢ modyfikowanej probki
sygnatu byta mediang wszystkich wystgpien modyfikowanej
prébki w reprezentacji fazowe;.

Uktad niniejszej pracy jest nastepujacy: w czesci Metody
przedstawiono sposéb odtwarzania przestrzeni fazowej dla
sygnatu jak réwniez przedstawiono metode analizy
sktadowych gtéwnych zaréwno z normg L2 jak i normg L1.
W czesci Eksperyment Numeryczny zaprezentowano
otrzymane wyniki filtracji dla wybranych sygnatéw. Wioski
konczg niniejsza prace.

Metody
W tej czesSci pracy przedstawione zostang poszczegolne
etapy procesu filtracji projekcyjnej. W pierwszym kroku

odtwarzana jest przestrzen fazowa przetwarzanego
sygnatu. Przestrzen fazowa odtwarzana jest zgodnie z
twierdzeniem Takensa [6]. Nastepnie, w odtworzonej
przestrzeni fazowej dokonywana jest korekcja kazdego z jej
punktéw. Proces korekcji punktu sktada sie z nastepujgcych
etapdw: pierwszy etap obejmuje wyznaczenie sgsiedztwa
dla przetwarzanego punktu. Nastepnie, na podstawie
sgsiedztwa wyznaczana jest podprzestrzen projekcyjna, na
ktéorg rzutowany jest przetwarzany punkt. Wymiar
podprzestrzeni projekcyjnej jest znacznie mniejszy od
wymiaru przestrzeni fazowej. Dalej odtwarzana jest wartosé
punktu w przestrzeni fazowej na podstawie punktu w
podprzestrzeni  projekcyjnej. Koncowy etap filtracji
projekcyjnej obejmuje odtwarzanie wartosci sygnatu w
dziedzinie czasu.

Odtwarzanie przestrzeni fazowej

Metoda rekonstrukcji przestrzeni fazowej zaczerpnieta
zostata z teorii dynamicznych systemow nieliniowych.
Przestrzen fazowa moze by¢ odtworzona stosujgc
twierdzenie Takensa [6]. Dla sygnalu xn, punkt w
odtworzonej przestrzeni fazowej jest dany w postaci:
(1) Xn = |_Xn5 Xn+r"' o Xn+(m—1)rJ'
gdzie: x, jest przetwarzanym sygnatem, N jest dtugoscig
sygnatu, 7 jest opdznieniem a m jest wymiarem
zanurzeniowym. Czesto przyjmuje sie =1, stad w dalszej
czesci niniejszej pracy taka wartos¢ opodznienia bedzie
obowigzywata. Caly przetwarzany sygnat xy ktéry w
dziedzinie czasu reprezentowany jest przez wektor, w
przestrzeni fazowej reprezentowany jest przez macierz:

Xn—m+1 Xn—m+2 Xn—l Xn
)X =
Xn—l Xn n+m-3 n+m-2
Xn Xn+1 Xn+m—2 Xn+m—1

gdzie: x, oznacza amplitude sygnatu w chwili n. Istotny jest
fakt, ze warto$¢ x, wystepuje m-krotnie w reprezentacji
fazowej.
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Otoczenie i sktadowe gtéwne
Niech x™ bedzie punktem w odtworzonej przestrzeni
fazowej. Otoczenie ™ punktu x™ okreslone jest jako

3) r™= {xk |ka x| < 5},

gdzie: ¢ jest promieniem otoczenia, ||e||* oznacza odlegto$é
euklidesowg. Promienh otoczenia powinien by¢ tak dobrany,
aby liczba kardynalna otoczenia ™ byta wieksza od
przyjetego progu Npmin.

Analiza  skladowych  gtéwnych (ang.  Principal
Component Analysis) jest metodg redukcji wymiarowosci
danych [7]. Metoda PCA jest ortogonalng transformacjg
wspotrzednych (cech) w przestrzeni opisujacej analizowany
punkt. Niech 7=fx," x,™ ... xx™} bedzie otoczeniem
punktu x™, gdzie x™ e9". Kazdy element otoczenia
opisany jest za pomocg m cech powigzanych z chwilg
czasu (i). Proces wyznaczenia sktadowych gtéwnych
rozpoczyna sie od wyznaczenia macierzy kowariancji dla
scentrowanych danych, tj.

) C, = %i(xf”) —x™ )(x}") —-x™ )T :

gdzie

®) X=
Kia
jest srednig z proby, K=|ﬂ”)| jest licznoscig otoczenia.
Sktadowe gtowne w; (1 < i < d) sg rowne wektorom
wlasnym, ktére odpowiadajg d najwiekszym wartosciom
wilasnym macierzy kowariancji Cx. Projekcja do d-
wymiarowej podprzestrzeni jest przeksztatceniem liniowym
punktu x™ w postaci:

(6) y® =W (X(n) _x™m )
™

gdzie: y(") jest d-wymiarowg reprezentacja punktu x"7,
W=[wy, ... , Wo] jest macierzg projekcyjng. Rekonstrukcja
punktu y" w m-wymiarowej przestrzeni fazowej okre$lona
jest jako

@ KW =Wy® = WWT (X - )+ x ™.

Warto$¢ x, wystepuje m-krotnie w reprezentacji fazowej,
stad, jako wartos¢ amplitudy sygnalu w dziedzinie czasu
wyznacza sie wartos¢ srednig, tj.

. 1D i
(8) X(n)y=—>" xi(n )
m =i
gdzie: x™*" oznacza itg sktadowa wektora x™"" w

przestrzeni fazowe;j.

Analiza skltadowych gtéwnych z norma L1.

Problem analizy skladowych gtéwnych moze byé¢
rozpatrywany z wielu réownowaznych punktéw widzenia:
jako dekompozycja macierzy kowariancji na wartosci i
wektory wiasne, lub jako metoda liniowej estymacji
podprzestrzeni [7]. W klasycznej metodzie PCA (z normg
L2) problem wyznaczenia d-wymiarowej podprzestrzeni
moze by¢ rozwazany jako zadanie optymalizacji w postaci

o W’ =arg mv%}xHWT Cy WH2 =arg m\f}xHWT XH2
przy: WW=1_

gdzie: Cx jest macierzg kowariancji, In jest kwadratowg
macierzg identycznosciowg o wymiarze mxm.
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Rozwigzaniem (9) jest rozkiad macierzy kowarianciji
wedtug wartosci osobliwych [8]. W sformutowaniu problemu
(9) wykorzystano norme L2, ktéra jest wrazliwa na prébki
obce [9]. Stosujgc norme L1, ktéra jest odporna na prébki
obce, problem wyznaczania sktadowych gtéwnych z normg
L1 mozna przedstawic jako

W' =arg maxHWT Cy WH =arg maxHWT XH

(10) w ! w :
przy: WW=1_

Pierwsza skladowa gtéwna w; dla normy L1 moze by¢

wyznaczona za pomocg ponizszej metody [9]

1. ustal dowolng warto$é wy eR™, takg ze Wo'Wo=1, ustal
p=1,

w, = gSgn(WTp"lxi )xi

=

p
W,=mr—7p

[w,
3. jezeli wp=wp.1 przejdz do punktu 2, w przeciwnym razie
W1=Wp.

Powyzsza metoda umozliwia wyznaczenie pierwszej
sktadowej gtéwnej. Jednakze, metoda ta moze byc¢
wykorzystana do wyznaczenia dowolnej liczby sktadowych
gtébwnych. Do wyznaczenia pozostatych sktadowych
gtéwnych nalezy zastosowac ponizszg metode [9]:

1. dla danego zbioru danych X, ustal w,=0,
2. da1s<j<d
3. modyfikuj zbiér X:

T

(D) — (D) D) (1
XV =x —Wj_l(Wj_IXi ),(13|§K)

4. wyznacz skladowg gtéwna dla zmodyfikowanego zbioru
x? stosujgc metode dla pierwszej sktadowej gtowne;.

Podobnie jak dla klasycznej metody PCA, w pracy [2]
wykorzystano $rednig arytmetyczng do wyznaczenia
skorygowanej wartosci amplitudy w dziedzinie czasu (8).
Majgc na uwadze zwigkszong odpornos$é normy L1 na
prébki obce, w niniejszej pracy zaproponowano aby
skorygowana wartos¢ amplitudy w dziedzinie czasu byta
mediang wszystkich m wystgpien skorygowanej prébki w
macierzy (2). Stad,

, P=p+l

o (n—i+1)

m
(11) )”((n)=argminzuxi —XH ,
XeR 5 1

gdzie: x™*" oznacza i-tg sktadowg wektora x

przestrzeni fazowe;j.

(n-i+1) w

Filtracja projekcyjna z normg L1

Zaproponowang metode filtracji projekcyjnej opartej na
analizie sktadowych gtéwnych z normg L7 mozna
przedstawi¢ w nastepujgcych krokach:
1. dla danego sygnatu nalezy odtworzy¢ przestrzen fazowa
stosujac (1), ustali¢ wymiar podprzestrzeni projekcyjnej d,
2. dla kazdego z punktu w przestrzeni fazowej nalezy
znalez¢ takie otoczenie, aby jego licznos¢ byta niemniejsza
od pewnego przyjetego progu Npin,
3. na podstawie otoczenia kazdego z punktéw nalezy
wyznaczy¢ podprzestrzen projekcyjng  wykorzystujgc
metode analizy sktadowych gtéwnych z normg L1,
4. dokona¢ projekcji do podprzestrzeni projekcyjnej (6),
5. odtworzy¢ punkt w przestrzeni fazowej (7),
6. wyznaczy¢ warto$¢ amplitudy odtworzonego sygnatu
stosujgc (11).
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Eksperyment numeryczny

Celem przeprowadzonego eksperymentu
numerycznego jest zbadanie wptywu sposobu odtwarzania
sygnatu w czasie na skuteczno$¢ zastosowanej filtracji
projekcyjnej. Do filtracji wykorzystano klasyczng metode
filtracji projekcyjnej (z normg L2) oraz metode
wykorzystujgcg norme L1 do wyznaczania podprzestrzeni
projekcyjne;j.

W  przeprowadzonym eksperymencie numerycznym
przyjeto addytywny model zaktdcen, tj.
(12) x(n)y=s(n)+a-v(n),
gdzie: x(n) jest sygnatem zakidconym, s(n) jest sygnatem
oryginalnym, a jest amplitudg sktadowej zaktocajacej, v(n)
jest szumem. Dla tak przyjetego modelu zaktécen, stosunek
sygnat-szum (SNR) jest zdefiniowany jako:

2
S

2 27
a’o,

(o}

(13) SNR =10log

gdzie: o’ jest wariancjg sygnatu, o jest wariancjg szumu.
W dalszej czesci pracy przyjeto, ze sktadowa zaktdcajgca
jest szumem o rozktadzie gaussowskim i wariancji o.//=5.

W eksperymencie wykorzystano dwa deterministyczne
sygnaty: sinusoidalny oraz tréjkatny, oba o czestotliwosci
f=6Hz, probkowane =z czestotliwoscig f;=700Hz. Do
kazdego z sygnatow dodano skladowg szumowg o znanej
wartosci parametru SNR. Do oceny jakosci filtracji
wykorzystano wspoétczynnik redukcji szumu w postaci [2]:

(14)

gdzie: sy jest sygnatem oryginalnym, xy jest sygnatem
zaktoconym a yn jest sygnatem otrzymanym po filtracji.

W trakcie prowadzonych eksperymentow wartosc
wymiaru zanurzeniowego przyjeto m=51. Wielko$¢ wymiaru
zanurzeniowego zostala tak dobrana, aby dtugosé
opdznienia obejmowata co najmniej jeden okres
przetwarzanego sygnatu. Minimalna wielko$¢ sagsiedztwa
byta ustalona Nmi,=57. Warto$ci wymiaru podprzestrzeni
projekcyjnej przyjeto ze zbioru wartosci de{1, 2, 5).
Wartosci stosunku sygnat-szum nalezg do zbioru wartosci
SNRe{10, 5, 0} dB. Kazda filtracja byta powtarzana 21-
krotnie dla réznych realizacji sktadowej szumowe;.
Zaprezentowane wartosci wspotczynnika redukcji szumu sg
wartosciami srednimi. Obliczenia prowadzono w srodowisku
MATLAB.

Na rysunku 1 przedstawiono fragment zakiéconego
sygnatu sinusoidalnego oraz uzyskanego sygnatu w
procesie filtracji projekcyjnej z normg L1. Warto$¢ probki w
dziedzinie czasu byta odtwarzana jako mediana wystgpien.
Warto$¢ stosunku sygnat-szum wynosi SNR=0dB. W
tabeli 1 przedstawiono wartosci wspétczynnika redukcji
szumu dla zakléconego sygnatu sinusoidalnego z réznymi
wartosciami parametru SNR oraz roznych wymiaréw
podprzestrzeni projekcyjnej. Wprowadzono nastepujgce
oznaczenia wspétczynnika redukcji szumu:

NRF1; —dla filtracji projekcyjnej z normg L1 oraz mediang
jako warto$cig odtwarzang w dziedzinie czasu,
NRF;, — dla filtracji projekcyjnej z normg L1 oraz s$rednig
jako warto$cig odtwarzang w dziedzinie czasu,
NRF,; —dla filtracji projekcyjnej z normg L2 oraz mediang
jako wartoscig odtwarzang w dziedzinie czasu,
NRF2; — dla filtracji projekcyjnej z normg L2 oraz $rednig
jako wartoscig odtwarzang w dziedzinie czasu.

0 02 04 068 08 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

czas [s]

czas [s]
Rys.1. Fragment zakiéconego sygnatu sinusoidalnego oraz sygnatu
po filtracji projekcyjnej z normg L71. Stosunek sygnat-szum wynosi

SNR=0dB, warto$¢ wymiaru zanurzeniowego m=51, wymiar
podprzestrzeni  projekcyjnej d=1 oraz minimalna wielko$¢
sgsiedztwa Np,,=571. Wspodtczynnik redukcji szumu wynosi
NRF=5,65

Tabela 1. Wartos$ci wspotczynnika redukcji szumu NRF dla sygnatu
sinusoidalnego. Warto$¢ wymiaru zanurzeniowego przyjeto m=51
oraz minimalna wielko$¢ sgsiedztwa Nyn=51

d=1
SNR [dB] NRF;4 NRF;, NRF»; NRF»,
10 5,7085 5,5936 6,5144 6,4507
5 5,6706 5,5560 6,4832 6,4116
0 5,6535 5,56395 6,4655 6,3999
a=2
SNR [dB] NRF;4 NRF;, NRF»; NRF»,
10 4,3461 4,4263 7,3318 7,288
5 4,3044 4,3869 7,3108 7,2709
0 4,2973 4,3757 7,338 7,2912
a=5
SNR [dB] NRF;4 NRF;, NRF»; NRF»,
10 3,591 3,5688 6,6394 6,5485
5 3,8185 3,7685 6,821 6,7596
0 3,7467 3,7089 6,5897 6,5047

Na rysunku 2 przedstawiono fragment zakléconego
sygnatu tréjkatnego przy SNR=0dB. Podobnie jak w
przypadku sygnatu sinusoidalnego, do filtracji wykorzystano
metode z normg L7 oraz mediang jako wartoscig
odtwarzang w dziedzinie czasu. Tabela 2 zawiera wartosci
wspotczynnika redukcji szumu dla zaktdconego sygnatu
trojkgtnego i roznych wartosci wymiaru podprzestrzeni
projekcyjne;j.

Zastosowanie mediany jako wartosci prébki odtwarzanej
w dziedzinie czasu w wigkszosci przypadkéw zwieksza
wartos¢ wspoétczynnika redukcji szumu. Dotyczy to zaréwno
klasycznej metody filtracji projekcyjnej jak i filtracji
projekcyjnej wykorzystujgcg norme L1. Wraz ze wzrostem
wymiaru podprzestrzeni projekcyjnej maleje skutecznosé
filtracji, zmiana sposobu odtwarzania wartosci prébki nie ma
zasadniczego znaczenia. Zastosowanie normy L1
zwiekszyto skuteczno$¢ filtracji projekcyjnej przy matych
wartosciach wspotczynnika SNR (SNR=0dB). W pewnych
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przypadkach, zastosowanie mediany pogorszyto
skutecznos¢ filtracji. Mediana moze byé rozwazana jako
estymator o najwiekszej wiarygodnosci dla parametru
przesuniecia rozkfadu Laplace’a. W przeprowadzonym
eksperymencie numerycznym, szum podlegat rozktadowi
Gaussa. Dla pewnych przypadkédw szumu bedgcego
realizacjg zmiennej losowej o gaussowskim rozktadzie
mediana moze dac gorsze oszacowanie od $redniej.

Sygnal zaklédony —— '

czas [s]

‘Sygnal po filtracji ——

a 02 CI-1 08 Clz-'. ‘I1 1-.‘ 'I-J 1-:'- 1-.%
czas [s]
Rys.2. Fragment zaktéconego sygnatu tréjkatnego oraz sygnatu po
filtracji projekcyjnej z normg L7. Stosunek sygnal-szum wynosi

SNR=0dB, wartos¢ wymiaru zanurzeniowego m=51, wymiar
podprzestrzeni  projekcyjnej d=1 oraz minimalna wielko$¢
sgsiedztwa Npy,=571. Wspotczynnik redukcji szumu wynosi
NRF=4,33

Tabela 2. Wartos$ci wspotczynnika redukcji szumu NRF dla sygnatu
trojkatnego. Warto$¢ wymiaru zanurzeniowego przyjeto m=51 oraz
minimalna wielkos$¢ sgsiedztwa Ny,,=51

Whioski

Metoda filtracji projekcyjnej jest z powodzeniem stosowana
w wielu dziedzinach: ttumienie zakiéceh w sygnatach
biomedycznych bagdz sygnatach hydrologicznych. Idea
filtracji projekcyjnej oparta jest na przetwarzaniu sygnatu w
odtworzonej przestrzeni fazowej. Jeden 2z etapow
przetwarzania obejmuje projekcje punkiu z przestrzeni
fazowej do podprzestrzeni projekcyjnej. Podprzestrzen
projekcyjna wyznaczana jest przy pomocy metody analizy
skladowych gtéwnych (PCA). Klasyczna metoda PCA
wykorzystuje norme L2. W niniejszej pracy zaproponowano
wykorzystanie normy L1 do wyznaczenia podprzestrzeni
projekcyjnej. Dzieki temu zwiekszona zostata odpornosé
metody na prébki obce, co dla matych wartosci stosunku
sygnat-szum skutkuje zwiekszong skutecznoscig ttumienia
zaktocen. Ponadto, jako odtworzong wartos¢ w dziedzinie
czasu wykorzystano mediane z wystgpien modyfikowanej
probki w reprezentaciji w przestrzeni fazowej. Zastosowanie
mediany zwiekszyto skutecznos¢ ttumienia zaktdcen
zaréwno dla klasycznej metody filtracji projekcyjnej jak i
filtracji projekcyjnej z normg L1.

Autor pragnie wyrazi¢ swoje podziekowania dla PT
Recenzentéw za uwagi ktére wplynety na finalng postac
niniejszej pracy.
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a=1
SNR [dB] NRF;4 NRF;, NRF»; NRF»,
10 6,9059 6,7384 8,3236 8,1476
5 4,7677 4,7903 4,9787 4,9806
0 4,5046 4,5266 4,42 4,3474
a=2
SNR [dB] NRF;4 NRF;, NRF»; NRF»,
10 4,9887 5,1079 7,853 7,6182
5 4,1549 4,2558 4,8226 4,7813
0 4,0948 41777 4,1047 3,9778
a=5
SNR [dB] NRF;4 NRF;, NRF»; NRF»,
10 3,5629 3,6459 6,1027 5,9601
5 3,2567 3,2809 4,1 4,0392
0 3,2537 3,2568 2,9791 2,9115
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