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Rachunek operatorowy dla sygnatéw impulsowych

i okresowych w dziedzinie czasu

Streszczenie. W artykule przedstawiono podstawy matematyczne rachunku operatorowego w przestrzeniach L'-impulsow oraz sygnatow
okresowych Pr. Umozliwiajg one identyfikacje zjawisk energetycznych w obwodach elektrycznych bezposrednio w dziedzinie czasu. Przedstawiono
réwniez metode wyznaczania sktadowych pradu w dziedzinie czasu za pomocg splotéw cyklicznych dla odbiornika energii opisanego operatorem

admitancji.

Abstract. In the article the mathematical theory of the operational calculus of the L'-impulses and periodical signals Py is presented. This allows to
identify energy phenomena in electrical circuits in the time domain. It also presents the method of determining the current components in the time

domain using a circular convolution for energy receiver described by the admittance operator.

signals in the time domain)

(Operational calculus for pulse and periodic

Stowa kluczowe: metoda operatorowa impulséw, impulsy, sktadowe pradu, odbiornik admitancyjny.
Keywords: impulses operational method, impulses, current components, admittance receiver.

doi:10.12915/pe.2014.09.53

Wprowadzenie

Dziedzina czestotliwosci dotad jako jedyna stuzyta do
opisu wtasciwos$ci energetycznych obwodéw elektrycznych.
Jednak w [3] udowodniono, ze w dziedzinie czasu réwnie
dobrze, a czasem nawet lepiej, niz w dziedzinie czesto-
tliwosci, mozna opisywaC zachodzgce w obwodach
elektrycznych zjawiska energetyczne.

Niniejszy artykut wprowadza ujednolicony, uniwersalny
operator, tzw. ,czwérke elementarng”, w opisie rozkladu
operatora immitancyjnego bezposrednio w dziedzinie
czasu. Jest to mozliwe dzieki rozdzieleniu operatora
immitancyjnego,  opisanego funkcja = wymierng o
rzeczywistych wspoétczynnikach, na sktadowe: przyczynowg
i antyprzyczynowa. Przedstawiono rowniez metode
wyznaczania sktadowych pradu w dziedzinie czasu za
pomocg splotéw cyklicznych. Zawarte w artykule podstawy
matematyczne mogg znalezé zastosowanie w teorii mocy
sygnatéw okresowych bezposrednio w dziedzinie czasowe;j.

R1achunek operatorowy w przestrzeniach sygnatow
L, Pr

Przestrzen L' jest utworzona z sygnatéw absolutnie
sumowalnych, tzw. L1-impulsc')w, definiowanych jako:

L'= {x(t) : T |x(0)|dt < oo} .

Przestrzen L' indukuje przestrzen Pt sygnatdw T-
okresowych poprzez periodyczne powielenie L1-impulsc')w:

P, :{i(z):i(r): i x(t+ pT),x(t) eLl,p e[}

p=—x

gdzie: I — zbidr liczb catkowitych.
Wprowadza sie dwa elementarne uktady
opisane transmitancjami:

™) L, @) L
oO+Ss oO—S

gdzie Re{c}>0, ktéorym odpowiadajg dwa wzajemnie
sprzezone rownania rézniczkowe:

liniowe

@ ohn+ D 50y,
dt

@ oh-D 50,
dr
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Jedyne rozwigzania réwnan (3), (4) w przestrzeni L'
majg posta¢ funkcji wyktadniczych, przyczynowej i
antyprzyczynowej:

®) h(t)=e"1(t), (6) h(t) =e”1(~1),

gdzie 1(H)=0 dla t<0 i 1(r)=1 dla 20; 1(-f)=0 dla t>0 i 1(-)=1
dla ¢=0.

W przestrzeni sygnatéw okresowych Pt rozwigzanie
réwnan rézniczkowych (3), (4) otrzymuje sie poprzez T-
periodyczne powielenie rozwigzan (5), (6):

h(ty="Y e?“PDl(t+pT) =y " =
p=—o p=0

™ )
= e_af Z(e—O‘T )P
p=0
dia 7 €[0,T),
il(t) — i ea(HpT)l(_t_pT) :Zw:eo(r—pT) _
(8)
= QU’Z(E—JT )F’
p=1
dia 1 €[0,T).

Poniewaz szeregi geometryczne (7), (8) sa zbiezne,
mozna wyznaczy¢ ich sumy:

—ot

~ e
9 h(t)= ,
© -
~ —oT —o(T-t)
(10)  h()=e" =t
- 1-¢e°

Rozwigzania (9) i (10) stanowig odpowiedzi impulsowe
uktadéw (1) i (2) w przestrzeni sygnatéw okresowych Pr.
Przeksztatcajac wyrazenie (9)

t 1
—ot ’“T(?’E)

~ e e
h)=—==

I-e 2sh£0'Tj
2

oraz wyrazenie (10)

—o(T—t)

h(t) = 16— -
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otrzymuje sie odpowiedzi uktadéw dla czasu wzglednego

%E[O,l):

~ le
(11) h(f)zzﬁ
sh| o—
2
a'T[%féj
(12)  h)=—=

Czworki elementarne

Z punktu widzenia teorii dynamiki uktadéw wazne sg
funkcje wymierne zmiennej zespolonej o rzeczywistych
wspotczynnikach i biegunach lezgcych w  lewej
potptaszczyznie. Jednak operatory uktadow, ktére biorg
udzial w teorii mocy opisane sg funkcjami wymiernymi,
wprawdzie o rzeczywistych wspoétczynnikach, ale z
biegunami lezgcymi po obu stronach ptaszczyzny Gaussa.
W  rozdziale wczesniejszym dotyczgcym  rachunku
operatorowego pokazano, ze takie funkcje wymierne mozna
rozdzieli¢ na sktadowe przyczynowe odpowiadajace
biegunom z lewej polptaszczyzny i skladowe
antyprzyczynowe odpowiadajgce biegunom z prawej
pc')’fp’faszczyzn}/. Jednak obie sktadowe sg elementami
przestrzeni L. Wynika stad, ze dowolng transmitancje
mozna przedstawi¢ jako kombinacje tzw. ,czworek
elementarnych”, tj. funkcji wymiernych postaci:

(13)
Qa,ﬂ;a,b(s):l( a N a* j+l( _b N »b_* \

2 a+s a*+s

Realizujgc czes¢ rzeczywistg wyrazenia (15) otrzymuje
sie:
(16)
cos(Im{at} - <):a) — g ReleT) cos(Im{a(T - t)} - <a)
1—2¢ felet] cos(]m{aT}) + e 2eleT]
) cos(lm{ﬁ(T—t)} - <b)— o el cos(Im{ft} —<b) -
1-2¢7RelP1 cos(Im{,b’T}) + o 2RelAT)

—Refar} +

§(t)=|dle

+ ‘b‘ e—Rc{/f(T—t

Przeksztatcajgc wyrazenie (15) do postaci zawierajgcej

czas wzgledny %e [0,1)

Aby uczyni¢ wyrazenie (17) bardziej uzytecznym trzeba
wyeliminowaé wystepujgce w nim zespolone parametry o, f;
a, b:

gdzie: a, f — bieguny ukfadow q
elementarnych (1), (2), a, b —
wspotczynniki residualne.

T

Warunek Re{a}>0 oraz
Re{f3}>0 musi by¢ spetniony, aby
odpowiedZ ukftadu opisanego
jedng lub  wiecej czworek

elementarnych byta L1-impulsem.

Dodatkowo wprowadzono warunek Im{a}>0 oraz Im{f}>0 w

celu przyjecia pierwszego kwadrantu ptaszczyzny Gaussa

jako odniesienia.
Odpowiedz impulsowa

przestrzeni L' ma postac:

G(t) = l(a e U0 +a*e (1)) +
2
(14)

czworki  elementarnej w

1
+—(b-"1(~t)+b*-""1(~t
(b1 + b 1)

natomiast w przestrzeni sygnatéw okresowych Pr:

1 e—at e—a*t
Gt)=—| a +a* — |+
0 2[ T l—e“TJ

1( P00 A
— * —
(15) +2(b1—e'” +b e

—at -B(T-1)
e e
=Re| a —+b
- 1-e "
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( t j e ) cos(lm{aT;}—wJ—e“{"” cos[lm{aT(l—;j}—mj )

1—2¢ ReleTl cos(Im {aT}) + ¢ 2ReleT}

R ) B e

1—2¢7RelPm cos(Im{ﬂT}) 4 2Rl

(18)

Przypadki szczegélne

Operatory teorii mocy sg jednak przypadkami
szczegolnymi ztozonymi z czwérek hermitowskich:
(19)  0()=0(=s),
albo antyhermitowskich:
(20)  Q(s)=-0(=9).

W ten sposdb czasowe oryginaty operatorow w Pt
przyjmujg postac:

@)  §|L]=Re aM
s
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22)  g[L|=-Re aM |
N

poniewaz woéwczas a=f i a=b dla czworki hermitowskiej
oraz a=f i a=-b dla czwérki antyhermitowskie;j.

W sytuacji gdy bieguny « i B oraz wspotczynniki
residualne a i b sg rzeczywiste wyrazenia (21), (22)

przyjmujg postac:
ch aT(t—lj
T 2

G

(i)
ey

Zastosowanie do teorii przesytu energii
Rozpatrzono przypadek, w ktérym odbiornik energii ele-
ktrycznej opisany jest operatorem admitancyjnym (rys. 1):

A 1)

Rys.1. Fragment obwodu zawierajgcy odbiornik admitancyjny
(25) i=Yu.
Energia przesytana do odbiornika

(23)

(24)

E= j u(t)i(t)dt
badz moc czynna w przypadku sygnatéw okresowych
1 T
P=—\|u(@)i(t)dt
; j (®)i(t)

jest wyrazona iloczynem skalarnym sygnatu napieciowego i
pragdowego (u,i).

Wprowadzajgc pojecie operatora sprzezonego H* do
operatora H, tj. takiego, ze dla dwdch sygnatéw x, y:

(Hx,y)=(x,H*y)
zaleznos$¢ (25) mozna wyrazi¢ jako:

(u,i) = Yu,u) =Y *u,u) = %[(Yu,u)—i—(Y*u,u)] =

:%(Yu+Y*u,u) :[%(Y+Y*)u,uj = (Gu,u)

gdzie: G :%(Y-FY*).

Zatem przedstawienie iloczynu skalarnego (u,i) w postaci
formy kwadratowej napiecia z operatorem admitancyjnym
jest nastepujaca:

(Yu,u) = (Gu,u) .

Z drugiej strony operator admitancji ma jednoznaczny
rozkfad:

(26) Y:%(Y+Y*)+%(Y—Y*):G+B

gdzie: G=G* — operator hermitowski, B=-B* — operator
antyhermitowski;
albo:

Y(s) = l[Y(s) +Y(=s)] +1[Y(s) ~Y(=s))] = G(s) + B(s)
2 2

gdzie: G(s)=G(-s), B(s)=-B(-s).
Jednoczesnie rozktad (26) jest réownowazny rozktadowi
pradu i na dwie skiadowe, tzw. czynng i; i bierng iz:

i=(G+Bu=Gu+Bu=i.+i,
wzajemnie ortogonalne, bo

(iG,iB ) = (Gu,Bu) = (GBu,u) = —(GBu,u) =0.
Zatem kwadrat normy pradu wynosi:

i = Gig + i +35) =il + il
z czego wynika, ze

il = lic -

lloczyn skalarny napiecia i sktadowej biernej pradu wynosi:
(u,iB) = (Bu,u) = —(Bu,u) =0,

stad korzystne bytoby skompensowanie pradu iz.
Zatem prad iz nie przenoszgc energii do odbiornika powo-
duje szkodliwe powigekszanie normy pradu catkowitego i.

Przyktad zastosowania do wyznaczania skladowych
pradu

Na rysunku 2 przedstawiono przyktad odbiornika RLC
przy szeregowym pofgczeniu elementow.

)
R
e -

Rys.2. Fragment obwodu z odbiornikiem RLC
Operator admitancji

Y(s)= !

—+R+sL
S

mozna wyrazi¢ poprzez

1 S
Y$)=——F—F7T
(<) L &} +2as+s
1 R
gdzie: Wy, =—, a

Joc' 2L’

W zaleznosci od znaku wyréznika admitanciji:
A= 4(0:2 - a)g)

bieguny operatora admitancji sg rzeczywiste lub zespolone.
W przypadku biegunéw rzeczywistych wynoszg one:
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_ 2 2 _
sl——(a+,/a —a)o)— a,
_ 0\
sz——(a—,/a —a)o)——az,
gdzie: a, =a++a’ -, , a,=a—\Ja’ -] .

Natomiast w przypadku biegunéw zespolonych:

s, = —(a + o) —a’ ) =-a,,
5, = —(a—jw/a)j -a’ ) =-a,,
gdzie: a, =a+ j\&] —a’ , a,=a—ja] —a’ , aj=a*.
Zatem operator admitancji mozna przedstawi¢ w postaci:
b b
Y(s)=2| —4—+—2—|,
a,+s a,+s

1 1
gdzie: b] :_L, b2 :_L
2 2L a, —a,

La —a,
Wyodrebniajac operatory G i B

b =b,*.

Y(s5)= l[Y(s) + Y(—s)] +%[Y(s) - Y(—s)] =G(s)+ B(s)

2
otrzymuje sie:
G(s):bl( ! + ! ]erz( ! + ! ]
a+s a-s a,+s a,—s
1 1 1 1
B(s)=bl( - J+b2( - j
a+s a-—s a,+s a,—s

Cykliczne odpowiedzi impulsowe w czasie wzglednym w
przypadku wystepowania biegunéw rzeczywistych dla

% €[0,1) wynosza:

ch alT[t—lj ch azT(t—lj
( tj T 2 T 2
g = |=hb +b, )
Toelea) el
sh| a,— sh| a, —
2 2
sh[alT(;—;ﬂ sh {GZT[;_;H
E(LJ:— b b, ,
T T T
sh(al ) sh(a2 )
2 2
natomiast w przypadku biegunéw zespolonych:
C}{%T(;_;ﬂ
Q(LJ:ZRe b ——————=1,
T [+3)
sh| a, —
2

Sktadowe i; oraz iz pradu sg zatem splotami cyklicznymi

(2o s)-eofs)

228

{5 -ty

ktore wyrlosza:
1082
(G- REIG5 RHG)

Podsumowanie

Przedstawiony w artykule rachunek operatorowy
znajduje szerokie zastosowanie w energetycznej teorii
mocy. Wiele uktadéw elektrycznych, opisanych funkcjami
wymiernymi 0 rzeczywistych wspodtczynnikach, ktore
poddaje sie zadaniom  optymalizacyjnym  mozna
przedstawi¢ w postaci szczegoélnych przypadkéw opisanych
.czworek elementarnych”, tj. czwoérek hermitowskich lub
antyhermitowskich.
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