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Uogólniona metoda Bendersa dekompozycji mieszanych,
nieliniowych zadań optymalizacji

Streszczenie. Artykuł przedstawia uogólnioną metodę dekompozycji Bendersa, która jest obecnie jednym z podstawowych podejść do rozwiązywania
dużych zadań nieliniowej optymalizacji mieszanej (dyskretno-ciągłej), także w przypadku dość szerokiej klasy zadań z niewypukłymi funkcjami celu
oraz ograniczeń. Oprócz klasycznych twierdzeń o rzutowaniu i reprezentacji, podane będzie jednolite sformułowanie zadania mastera z cięciami
nieliniowymi i liniowymi. Dla tego ostatniego przypadku wskazane będą najbardziej efektywne oraz łatwe w implementacji algorytmy obliczeniowe z
rodziny płaszczyzn tnących.

Abstract. The paper presents the Generalized Benders Decomposition method, which is now one of the basic approaches to solve big mixed-integer
nonlinear optimization problems, also in the case of quite a broad class of problems with nonconvex objectives and constraints functions. Apart from
the classical projection and representation theorems, a unified formulation of the master problem with nonlinear and linear cuts will be given. For the
latter case the most effective and, at the same time, easy to implement computational algorithms from the cutting plane family will be pointed out.
(Generalized Benders method of decomposition of mixed-integer nonlinear optimization problems)
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Wprowadzenie
Na początku lat 60-tych XX w. holenderski matematyk

Jacques F. Benders rozpatrywał zadania o postaci [2]:

(1) max
x,v

cTx+ f(v)

przy ograniczeniach (dalej będzie używany skrót „p.o.”)

(2) Ax+ F (v) ≤ b, b ∈ R
m

(3) x ∈ X ⊆ R
n, v ∈ V ⊆ R

q

Nazywał je zadaniami programowania z mieszanymi zmien-
nymi (ang. mixed-variables programming). W zadaniach tych
zarówno wskaźniki jakości, jak i funkcje definiujące ograni-
czenia, były sumami dwóch składników: liniowego, zależne-
go od wektora zmiennych x ∈ X i nieliniowego, zależnego
od wektora v ∈ V . Benders nazwał zmienne v zmiennymi
komplikującymi, ponieważ przy ich ustaleniu zadanie bardzo
się upraszczało - stawało się liniowe. Ponadto zasugerował,
że mogą one być dyskretne, czyli zadanie względem samych
zmiennych x stawało się także ciągłe i było już bardzo łatwe
do rozwiązania za pomocą dowolnego solwera programowa-
nia liniowego (np. opartego na metodzie sympleks).
W swojej pracy [2] Benders zaproponował iteracyjną proce-
durę rozwiązania tego zadania optymalizacji poprzez rozwią-
zywanie na przemian pomocniczych zadań względem jedne-
go lub drugiego wektora zmiennych. Zadania te były zwią-
zane z reprezentacją dualną zadania wyjściowego oraz wa-
runkami optymalności. Zadanie względem zmiennych kom-
plikujących v nazwał zadaniem mastera, zadanie względem
zmiennych x - zadaniem prymalnym. Zadanie prymalne do-
starczało zadaniu mastera w kolejnych jego uruchomieniach
ograniczeń związanych z aproksymacją wskaźnika jakości,
albo zbioru dopuszczalnego, wyliczanych w różnych punk-
tach zbioru X . Te pierwsze były dodawane w przypadku, gdy
dla danego próbnego wektora v istniało rozwiązanie dopusz-
czalne w zadaniu wyjściowym, te drugie - w przeciwnym ra-
zie.

Uogólnienie tego podejścia na zadania nieliniowe przed-
stawił Arthur Geoffrion [10]. Nazwał je uogólnioną dekompo-
zycją Bendersa (ang. Generalized Benders Decomposition -
GBD). Tak jak w oryginalnej pracy Bendersa, ograniczenia
w zadaniu mastera były zdefiniowane za pomocą lagranżia-
nów odpowiednich zadań prymalnych. Wartości wskaźników
w punktach optymalnych uzyskane po każdej iteracji zadania

mastera oraz prymalnego, gdy było dopuszczalne, służyły do
oszacowania wskaźnika zadania wyjściowego. W przypad-
ku zadania minimalizacji zadanie mastera dostarczało jego
oszacowania od dołu LBD (od ang. lower bound), zada-
nie prymalne - od góry - UBD (od ang. upper bound). Gdy
zadanie prymalne było niedopuszczalne, rozwiązywano tzw.
zadanie dopuszczalności, polegające na minimalizacji mak-
symalnego przekroczenia ograniczeń. Test stopu polegał na
sprawdzeniu, czy oszacowania górne i dolne wskaźnika ja-
kości są sobie równe z zadaną dokładnością.

Podejście Geoffriona w nieznacznie zmodyfikowanej
wersji zostało przedstawione w pracach Floudasa [8], [9], w
których zakłada się, że zmienne v są binarne oraz uzupeł-
nia ograniczenia zadania o równościowe, mieszane. Nieste-
ty, w zadaniu dopuszczalności nie są one relaksowane (tak
jak ograniczenia mieszane nierównościowe), co sprawia, że
całe podejście może doprowadzić do blokady algorytmu, gdy
wybierze się punkt próbny ze zbioru V dla którego któreś
z tych ograniczeń jest niespełnione dla wszystkich x ∈ X .
Floudas podał kilka wersji algorytmu obliczeniowego, ale do-
tyczyły one tych samych specyficznych zadań, będąc właści-
wie jednym algorytmem zapisanym w różny sposób.

Niestety, ani w pracach Floudasa [8], [9], ani w źródło-
wej pracy Geoffriona [10], nie została przedstawiona wersja
o podstawowym znaczeniu w zadaniach wypukłych wzglę-
dem całego wektora (x, v) - z liniowymi cięciami w zadaniu
mastera. Jest to także wersja najprostsza w implementacji,
wspomina o niej Benders [2], a w nowszych pracach dotyczą-
cych programowania mieszanego [17], [19] najczęściej jest
przedstawiana jako jedyna.

Niedostatki wymienionych powyżej prezentacji metody
Bendersa i brak spójnego i jednolitego opisu tego podejścia
przekonały autora o potrzebie uporządkowania wiedzy, cze-
go efektem jest niniejsza praca. A znaczenie tego podejścia
rośnie, gdyż rozwiązywane są obecnie coraz większe prak-
tyczne zadania programowania mieszanego, związane np. z
energetyką [6], telekomunikacją [14], transportem [11], sie-
ciami gazowymi [20], procesami produkcyjnymi [22], syste-
mami wodnymi [5]. Gdy zadania te przekroczą pewną wiel-
kość, nawet najlepsze solwery komercyjne nie dają sobie ra-
dy. Niezbędne jest napisanie własnego specjalizowanego ko-
du, wykorzystującego własności strukturalne zadania. A do
tego właśnie metoda Bendersa świetnie się nadaje.
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Sformułowanie zadania
Rozważmy zadanie optymalizacji o następującej posta-

ci:

(4) min
x,v

f(x, v)

p.o.

(5) g(x, v) ≤ 0

(6) x ∈ X ⊆ R
n

(7) v ∈ V ⊆ R
q

gdzie

f : R
n × R

q → R,
g : R

n × R
q → R

m

Ewentualne ograniczenia równościowe

(8) hj(x, v) = 0, j = 1, . . . , s

można uwzględnić za pomocą standardowych przekształceń,
np.:

(9)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

h1(x, v) ≤ 0
...

hs(x, v) ≤ 0

∑s
j=1 hj(x, v) ≥ 0

lub

(10) h2
j (x, v) ≤ 0, j = 1, . . . , s

Dla uproszczenia ograniczenia równościowe będą dalej po-
minięte.

Założenia odnoszące się do funkcji i zbiorów występują-
cych w sformułowaniu będą podawane w kolejnych twierdze-
niach. Na razie przyjmiemy tylko, że są one takie, że rozwią-
zanie zadania (4)-(7) istnieje. Warto jedynie poświęcić kilka
słów zbiorowi V . Ma on zawierać się w R

q . W związku z tym
podklasą zadań tej postaci są zadania typu MINLP (od ang.
Mixed Integer NonLinear Programming), czyli zadania mie-
szane ciągło-dyskretne, nieliniowe, w których V ⊆ Z

q , gdzie
Z - zbiór liczb całkowitych.

Sugeruje się określenie wektora v - zmiennych kompli-
kujących, w taki sposób, że gdy go ustalimy, to wystąpi jedna
z następujących sytuacji:

1. Zadanie może być zdekomponowane na szereg nieza-
leżnych podzadań, z których każde wykorzystuje inny
podwektor xi, i = 1, . . . , p wektora

(11) x =

⎡
⎢⎢⎢⎣

x1

x2

...
xp

⎤
⎥⎥⎥⎦

Najczęściej wskaźnik łączny ma postać addytywną:

(12) min
x,v

f(x, v) = min
x1,x2,...,xp,v

p∑
i=1

fi(xi, v) + f0(v)

p.o.

(13) gij(xi, v) ≤ 0, j = 1, . . . ,mi; i = 1, . . . , p

(14) xi ∈ Xi ⊆ R
ni , i = 1, . . . , p, v ∈ V ⊆ R

q,

p∑
i=1

ni = n

W tym przypadku warto jest zastosować nie tylko de-
kompozycję, ale także równoległe rozwiązywanie po-
wstałych podzadań prymalnych.

2. Zadanie względem zmiennych x przyjmuje specyficzną
strukturę dla której istnieją wydajne algorytmy - np. jest
liniowe albo kwadratowe.

3. Zadanie jest wypukłe względem x przy ustalonym v i
vice-versa, mimo że jest niewypukłe, gdyby rozważać je
dla zmiennej łącznej (x, v).
Wypukłe względem jednego podwektora przy ustalo-
nym drugim są np. często spotykane w technice zadania
biliniowe [1].

Przykłady zadań optymalizacji do rozwiązania których
można zastosować metodę Bendersa

1. Zadanie z separowalnym wskaźnikiem jakości oraz se-
parowalną funkcją ograniczeń
(15)
min

y1,...,y6

[
2y21 − y1 · y2 + 4y22 + (y3 − 4)2 + (y4 − 3)2+

+8y25 + y26 − 3y5
]

p.o.

(16) y1 ≥ 1, y2 ≥ 0

(17) y3 ≥ 3, y4 ≥ 2

(18) y5 ≥ 3, y6 ≥ 0

(19) y1 + y2 + y23 + y24 + y5 + y26 ≤ 50

W zadaniach takich, gdzie zarówno wskaźnik jakości,
jak i funkcje ograniczeń są sumami funkcji zależnych
od podwektorów zmiennych decyzyjnych, żeby uzyskać
postać standardową (12)-(14) trzeba odpowiednio po-
grupować zmienne w podwektory oraz wprowadzić do-
datkowe zmienne v rozdzielające ograniczenia.
Przyjmijmy p = 3 oraz oznaczmy:
(20)

x1 =

[
x1,1

x1,2

]
�

[
y1
y2

]
, x2 =

[
x2,1

x2,2

]
�

[
y3
y4

]
,

x3 =

[
x3,1

x3,2

]
�

[
y5
y6

]

Teraz:

(21) f1(x1) = 2x2
1,1 − x1,1x1,2 + 4x2

1,2

(22) X1 =
{
[x1,1, x1,2] ∈ R

2 : x1,1 ≥ 1, x1,2 ≥ 0
}

(23) f2(x2) = (x2,1 − 4)2 + (x2,2 − 3)2

(24) X2 =
{
[(x2,1, x2,2] ∈ R

2 : x2,1 ≥ 3, x2,2 ≥ 2
}

(25) f3(x3) = 8x2
3,1 + x2

3,2 − 3x3,1

(26) X3 =
{
[x3,1, x3,2] ∈ R

2 : x3,1 ≥ 3, x3,2 ≥ 0
}
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(27) f0(v) ≡ 0

Wprowadźmy także sztuczne zmienne v1, v2, v3 na
ograniczenie składników wiążących zmienne podwekto-
rów, odpowiednio, x1, x2 i x3, w ograniczeniu łącznym
(19).

(28) x1,1 + x1,2 ≤ v1

(29) x2
2,1 + x2

2,2 ≤ v2

(30) x3,1 + x2
3,2 ≤ v3

Otrzymamy następujące funkcje ograniczeń w formacie
zadania (12)-(14):

(31) g11(x1, v) = x1,1 + x1,2 − v1

(32) g21(x2, v) = x2
2,1 + x2

2,2 − v2

(33) g31(x3, v) = x3,1 + x2
3,2 − v3

a także zbiór V :

(34) V =
{
[v1, v2, v3] ∈ R

3 : v1 + v2 + v3 ≤ 50
}

2. Zadanie z łańcuchem (pierścieniem) ograniczeń.
W zadaniach tego typu kolejne ograniczenia wiążą ze
sobą kilka kolejnych zmiennych decyzyjnych, tzn. każda
ze zmiennych występuje w kilku ograniczeniach (przy-
najmniej w dwóch) w relacji z sąsiednią zmienną o niż-
szym oraz o wyższym indeksie. Jest to struktura dość
typowa dla zadań sterowania optymalnego po zastąpie-
niu układu s równań nieliniowych (od początku różnico-
wych lub powstałego w rezultacie dyskretyzacji po cza-
sie układu równań różniczkowych) układem s + 1 nie-
równości przy użyciu przekształcenia (9). Pomysłem na
podział zadania i uzyskanie postaci standardowej (12)-
(14) jest potraktowanie niektórych zmiennych w wek-
torze (np. dzielących go na kilka równych części) jako
zmiennych komplikujących vi, a następnie ograniczeń,
w których te zmienne występują, jako ograniczeń mie-
szanych typu (13).
Weźmy pod uwagę zadanie następujące:

min
y∈Rn

y21 + y22 + . . .+ y29

p.o.
yk+1 − yk ≤ sin k, k = 1, ..., 8

y1 − y9 ≤ 0.5

Oznaczmy:

v1 � y3, v2 � y6, v3 � y9

Pozostałe elementy będą tworzyć podwektory o wymia-
rze 2. Oznaczymy je jako x1, x2, x3, czyli:

x1 =

[
x1,1

x1,2

]
�

[
y1
y2

]
, x2 =

[
x2,1

x2,2

]
�

[
y4
y5

]
,

x3 =

[
x3,1

x3,2

]
�

[
y7
y8

]

Zadania to można przedstawić w formacie (12)-(14)
przyjmując:

(35) f1(x1) = x2
1,1 + x2

1,2

(36) X1 =
{
[x1,1, x1,2] ∈ R

2 : x1,2 − x1,1 ≤ sin 1
}

(37) g11(x1, v) = x1,1 − v3 − 0.5

(38) g12(x1, v) = v1 − x1,2 − sin 2

(39) f2(x2) = x2
2,1 + x2

2,2

(40) X2 =
{
[x2,1, x2,2] ∈ R

2 : x2,2 − x2,1 ≤ sin 4
}

(41) g21(x2, v) = x2,1 − v1 − sin 3

(42) g22(x2, v) = v2 − x2,2 − sin 5

(43) f3(x3) = x2
3,1 + x2

3,2

(44) X3 =
{
[x3,1, x3,2] ∈ R

2 : x3,2 − x3,1 ≤ sin 7
}

(45) g31(x3, v) = x3,1 − v2 − sin 6

(46) g32(x3, v) = v3 − x3,2 − sin 8

(47) f0(v) =
3∑

i=1

v2i

Dekompozycja.
Zadanie (4)-(7) można przedstawić w następujący spo-

sób [10]:

(48) min
v∈V

inf
x∈X

f(x, v)

p.o.

(49) g(x, v) ≤ 0

Infimum w zadaniu wewnętrznym pojawiło się ze względu na
to, że dla pewnych v może ono być nieograniczone.
Oznaczmy

(50) z(v) � inf
x∈X

f(x, v)

p.o.

(51) g(x, v) ≤ 0

Zadanie (50)-(51) rozwiązywane dla ustalonego v będziemy
nazywać zadaniem prymalnym,

Zadanie (48)-(49) może być teraz zapisane w postaci

(52) min
v∈V ∩V0

z(v)

gdzie

(53) V0 = {v : ∃x ∈ X g(x, v) ≤ 0}
i interpretowane jako rzutowanie zadania (48)-(49) na prze-
strzeń zmiennych v [10]. Sformułowanie (52) nazywamy za-
daniem mastera.

Wymaganie na v określone w (52) jako v ∈ V ∩ V0 wy-
nika z konieczności zagwarantowania istnienia rozwiązania -
wartości z(v). Zbiór V0 nosi nazwę zbioru rozwiązywalności
(ang. solvability set).

Problem polega na tym, że znamy z(v) oraz V0 jedynie
pośrednio poprzez ich definicje.
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Obowiązują następujące twierdzenia [10]:

Twierdzenie 1 (o rzutowaniu)
1. Zadanie (4)-(7) nie ma rozwiązania lub jest nieograni-

czone wtedy i tylko wtedy gdy to samo jest prawdziwe w
odniesieniu do zadania (52).

2. Jeżeli (x̂, v̂) jest optymalnym rozwiązaniem zadania
(4)-(7), to v̂ jest optymalnym rozwiązaniem zadania
(52),

3. Jeżeli v̂ jest optymalnym rozwiązaniem zadania (52) i
x̂ osiąga infimum w zadaniu (50)-(51) przy v = v̂, to
(x̂, v̂) jest optymalnym rozwiązaniem zadania (4)-(7)

Twierdzenie 2 (o reprezentacji V0)
Załóżmy że X jest niepustym, wypukłym zbiorem oraz

że funkcja g jest wypukła na X dla każdego ustalonego
v ∈ V .

Załóżmy ponadto że zbiór

Zv = {z ∈ R
m : ∃x ∈ X g(x, v) ≤ z}

jest domknięty dla każdego ustalonego v ∈ V . Wówczas
punkt v∗ ∈ V należy także do zbioru V0 wtedy i tylko wtedy
gdy:

(54) inf
x∈X

Lf (x, v
∗, λ) ≤ 0, ∀λ ∈ Λ

gdzie

(55) Λ =

⎧⎨
⎩λ ∈ R

m : λ ≥ 0,
m∑
j=1

λj = 1

⎫⎬
⎭

oraz

(56) Lf (x, v, λ) = λT g(x, v)

Twierdzenie 3 (o reprezentacji z(v))
Załóżmy, że X jest niepustym, wypukłym zbiorem,

a funkcje f i g wypukłe na X dla każdego ustalonego
v = v∗ ∈ V . Załóżmy ponadto, że dla v∗, przynajmniej
jeden z poniższych warunków jest spełniony:

1. z(v∗) jest skończone i w zadaniu (50)-(51) istnieje opty-
malny wektor mnożników Lagrange’a

2. z(v∗) jest skończone, g(x, v∗) i f(x, v∗) są ciągłe na
X , zbiór X jest domknięty, zaś zbiór rozwiązań opty-
malnych z dokładnością do ε zadania (50)-(51) jest nie-
pusty i ograniczony dla pewnego ε ≥ 0

3. z(v∗) = −∞
Wówczas

(57) z(v) = sup
λ≥0

inf
x∈X

Lo(x, v, λ), ∀v ∈ V ∩ V0

gdzie

(58) Lo(x, v, λ) = f(x, v) + λT g(x, v)

Podstawiając w zadaniu (52) zależność (57) za z(v) i
(54) za ograniczenie v ∈ V0 uzyskujemy równoważne zada-
nie:

(59) min
v∈V

sup
λ≥0

inf
x∈X

Lo(x, v, λ)

p.o.

(60) inf
x∈X

Lf (x, v, λ) ≤ 0, λ ∈ Λ

Korzystając z definicji supremum jako najmniejszego gór-
nego ograniczenia oraz wprowadzając dodatkową, skalarną

zmienną μ, otrzymujemy następującą postać zadania maste-
ra, równoważną (59)-(60):

(61) min
v∈V,μ

μ

p.o.

(62) inf
x∈X

Lo(x, v, λ) ≤ μ, ∀λ ≥ 0

(63) inf
x∈X

Lf (x, v, λ) ≤ 0, ∀λ ∈ Λ

W zadaniach wywodzących się z praktyki można zakładać,
że funkcja z(v) (patrz wzór (50)) jest ograniczona dla wszyst-
kich v ∈ V , zbiór X zwarty, a funkcje f(x, v) i g(x, v) ciągłe
w całej dziedzinie. W związku z tym możemy infimum zastą-
pić przez minimum. Wtedy zadanie mastera przyjmie nastę-
pującą postać:

(64) min
v∈V,μ

μ

p.o.

(65) min
x∈X

Lo(x, v, λ) ≤ μ, ∀λ ≥ 0

(66) min
x∈X

Lf (x, v, λ) ≤ 0, ∀λ ∈ Λ

gdzie funkcje Lo i Lf są dane wzorami (58), (56).
Zadanie (64)-(66) jest bardzo trudne do rozwiązania

ze względu na ograniczenia, które muszą być spełnione w
nieskończonej, a nawet nieprzeliczalnej, ilości punktów (dla
wszystkich λ o współrzędnych nieujemnych albo nieujem-
nych sumujących się do jedności) oraz istnienie wewnętrz-
nych podzadań optymalizacyjnych (minimalizacji po x).

Trudności te pokonuje się za pomocą relaksacji zadania,
a dokładniej rozwiązywania go przy wykorzystaniu kolejnych,
coraz dokładniejszych, aproksymacji funkcji występujących
po lewej stronie ograniczeń (65) oraz (66). Będą one utworzo-
ne z kawałków funkcji Lo albo Lf związanych z optymalnymi
rozwiązaniami zadania prymalnego, w sytuacji, odpowiednio,
gdy kolejny punkt próbny z zadania mastera v∗ należy do V0

albo nie.

Podstawowe własności zadania prymalnego
Zadanie prymalne to zadanie wyjściowe (4)-(7) rozwią-

zywane dla ustalonego v = v∗ ∈ V

(67) min
x∈X

f(x, v∗)

p.o.

(68) g(x, v∗) ≤ 0

Przy rozwiązywaniu tego zadania mogą wystąpić dwa
przypadki: gdy zadanie prymalne jest dopuszczalne, czyli
ma rozwiązanie, i gdy go nie ma.

Przypadek, gdy zadanie prymalne ma rozwiązanie

Załóżmy, że dla v∗ uzyskanego ze zrelaksowanego za-
dania mastera zadanie prymalne (67)-(68) ma rozwiązanie,
któremu odpowiada optymalny wektor mnożników Lagran-
ge’a λ∗. Mnożniki nowego ograniczenia typu (65) są tymi wła-
śnie mnożnikami.
Tak więc do zrelaksowanego zadania mastera należy dodać
ograniczenie typu

(69) min
x∈X

Lo(x, v, λ
∗) ≤ μ
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Przypadek, gdy zadanie prymalne nie ma rozwiązania

Bardziej skomplikowana sytuacja występuje, gdy zada-
nie prymalne nie ma rozwiązania. Zgodnie z Twierdzeniem
2, dla ustalonego v = v∗ zadanie prymalne ma rozwiązanie,
jeżeli spełniony jest następujący warunek

(70) min
x∈X

[
Lf (x, v

∗, λ) = λT g(x, v∗)
] ≤ 0, ∀λ ∈ Λ

gdzie

(71) Λ =

⎧⎨
⎩λ ∈ R

m : λ ≥ 0,

m∑
j=1

λj = 1

⎫⎬
⎭

W przypadku wykrycia przez solwer braku rozwiązania za-
dania prymalnego, należy znaleźć taki wektor λ̂ ∈ Λ, dla
którego1

(72) min
x∈X

λ̂T g(x, v∗) > 0

Następnie przyjmuje się λ∗ = λ̂ i do zrelaksowanego zada-
nia mastera dodaje się nierówność

(73) min
x∈X

Lf (x, v, λ
∗) ≤ 0

Twierdzenie 4 W przypadku, gdy zadanie prymalne (67)-
(68) jest niedopuszczalne, wektor mnożników Lagrange’a
λ̂ ∈ Λ spełniający warunek (72) można wyznaczyć rozwią-
zując zadanie pomocnicze (tzw. zadanie dopuszczalności):

(74) min
x∈X

max
j=1,...,m

gj(x, v
∗)

Dowód:
Zadanie (74) jest równoważne zadaniu:

(75) min
x∈X,α

α

p.o.

(76) gj(x, v
∗) ≤ α, j = 1, . . . ,m

Ma ono na pewno rozwiązanie z uwagi na wcześniej przyjęte
założenia co do funkcji g(x, v).
Nie zmniejszając ogólności rozważań, przyjmijmy, że zbiór
X definiują ograniczenia nierównościowe r(x), czyli mamy
zadanie:

(77) min
x,α

α

p.o.

(78) gj(x, v
∗) ≤ α, j = 1, . . . ,m

(79) rj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , t

Zakładamy, że wszystkie funkcje ograniczeń g i r są róż-
niczkowalne w sposób ciągły oraz wypukłe, a punkty ich ak-
tywności są regularne. Lagranżian dla tego zadania ma po-
stać:

(80) Lαf (x, α, v
∗, λ) = α+

m∑
j=1

λg
j · (gj(x, v∗)− α)+

1Współczesne solwery optymalizacyjne przeważnie same podają
taki wektor mnożników Lagrange’a w sytuacji, gdy stwierdzają, że
nie istnieje rozwiązanie dopuszczalne.

+

t∑
j=1

λr
j · rj(x)

gdzie λg ≥ 0, λr ≥ 0 są wektorami mnożników Lagran-
ge’a dla ograniczeń, odpowiednio, (78) i (79). Z warunków
koniecznych optymalności Karusha-Kuhna-Tuckera w odnie-
sieniu do zmiennej α otrzymamy równanie:

(81) 1−
m∑
j=1

λ̂g
j = 0

czyli, porównując z definicją zbioru Λ (71), λg ∈ Λ. Uwzględ-
niając równość (81) we wzorze na lagranżian (80), w punkcie
optymalnym, biorąc pod uwagę warunki komplementarności
w odniesieniu do ograniczeń (79), otrzymamy:
(82)

Lαf (x
∗, α∗, v∗, λ̂) =

m∑
j=1

λ̂g
j · gj(x∗, v∗) = Lf (x

∗, v∗, λ̂g)

A zatem wektor mnożników Lagrange’a dla ograniczeń (78)
wyliczonych w punkcie optymalnym w zadaniu (77)-(79) jest
szukanym wektorem λ̂.

�
Podstawowe własności zadania mastera. Cięcia

Najlepiej by było, gdyby z rozwiązań zadania prymalne-
go dla różnych v = v∗ udało się wykorzystać nie tylko mnoż-
niki Lagrange’a w punkcie optymalnym λ∗, ale także opty-
malne wektory zmiennych prymalnych x∗. Żeby takie podej-
ście prowadziło do rozwiązania zadania podstawowego (4)-
(7), muszą być spełnione pewne warunki.
Najważniejszy jest następujący:
Założenie 1 Obydwa lagranżiany Lo(x, v, λ) oraz
Lf (x, v, λ) dla dowolnych x ∈ X , v ∈ V i λ ≥ 0
mogą być zapisane jako funkcje złożone:

(83) Lo(x, v, λ) = Qo(wo(x, λ), v, λ)

(84) Lf (x, v, λ) = Qf (wf (x, λ), v, λ)

gdzie wo, wf są skalarnymi funkcjami x i λ, a Qo, Qf są
funkcjami rosnącymi względem pierwszego argumentu, wy-
pukłymi względem drugiego.

Twierdzenie 5 Załóżmy, że dla zadania (4)-(7) spełnione
jest Założenie 1. Niech x∗ będzie optymalnym rozwiązaniem
zadania

(85) min
x∈X

Lo(x, v
∗, λ∗)

Wówczas także dla v �= v∗

(86) min
x∈X

Lo(x, v, λ
∗) = Lo(x

∗, v, λ∗)

Dowód:
Zgodnie z Założeniem 1, ze względu na rosnącą zależność
funkcji Lagrange’a od pierwszego argumentu, ze wzoru (83)
mamy:

Qo(wo(x
∗, λ∗), v∗, λ∗) = Lo(x

∗, v∗, λ∗) =

= min
x∈X

Lo(x, v
∗, λ∗) = min

x∈X
Qo(wo(x, λ

∗), v∗, λ∗) =

(87) = Qo(min
x∈X

wo(x, λ
∗), v∗, λ∗)
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Stąd, biorąc pod uwagę różnowartościowość funkcji ściśle
monotonicznych:

(88) wo(x
∗, λ∗) = min

x∈X
wo(x, λ

∗)

A zatem, dla v �= v∗

min
x∈X

Lo(x, v, λ
∗) = min

x∈X
Qo(wo(x, λ

∗), v, λ∗) =

= Qo(min
x∈X

wo(x, λ
∗), v, λ∗) = Qo(wo(x

∗, λ∗), v, λ∗) =

(89) = Lo(x
∗, v, λ∗)

�
Jeśli obowiązuje Założenie 1, ograniczenie (65) w zadaniu
mastera w okolicy v = v∗ można więc aproksymować za
pomocą ograniczenia:

(90) μ ≥ Lo(x
∗, v, λ∗)

gdzie wektory x∗, λ∗ pochodzą z rozwiązania zadania pry-
malnego (67)-(68).
Ograniczenie to będziemy dalej nazywać cięciem.

Z Założenia 1 wynika jeszcze jedno udogodnienie. Bio-
rąc pod uwagę wypukłość funkcji Lagrange’a Lo względem
v, w przypadku, gdy jest ona różniczkowalna względem tego
wektora2, otrzymamy:
(91)

Lo(x
∗, v, λ∗) ≥ Lo(x

∗, v∗, λ∗) +
∂LT

o

∂v
(x∗, v∗, λ∗)(v− v∗)

Dzięki temu cięcie (90) może być zrelaksowane i zastąpione
w zadaniu mastera cięciem liniowym

(92) μ ≥ Lo(x
∗, v∗, λ∗) +

∂LT
o

∂v
(x∗, v∗, λ∗)(v − v∗)

Analogiczne rozumowanie można przeprowadzić dla
ograniczenia dopuszczalności (66).

Łatwo sprawdzić, że Założenie 1 jest spełnione dla
dwóch klas zadań:

1. Separowalnych - gdy funkcje f , g są sumami składni-
ków zależnych od x i v, czyli

(93) f(x, v) = f1(x) + f2(v)

(94) g(x, v) = g1(x) + g2(v)

przy czym składniki f2, g2 są wypukłe na V .
2. Zadań programowania ze zmiennymi czynnikami (ang.

variable factor programming) o postaci:

(95) min
x,v

[
f(x, v) =

q∑
i=1

vifi(xi)

]

p.o.

(96) g(x, v) =

q∑
i=1

vixi − c ≤ 0

(97) Av ≤ b, v ≥ 0, v ∈ R
q

(98) xi ≥ 0, xi ∈ R
m

2W przypadku, gdy funkcja Lagrange’a nie jest różniczkowalna,
gradient można zastąpić subgradientem.

gdzie vi, i = 1, . . . , q są nieujemnymi skalarami, zaś
c, xi, i = 1, . . . , q wektorami o wymiarze m. Szczegól-
nym przypadkiem tego typu zadań jest zadanie bilinio-
we, które jest niewypukłe [1].

W przypadku, gdy zadanie (4)-(7) nie jest ani separowalne,
ani ze zmiennymi czynnikami, ale wypukłe względem łączne-
go wektora zmiennych (x, v), można także stosować cięcia
(92).
Twierdzenie 6 Dla zadań wypukłych względem łącznego
wektora zmiennych (x, v) oszacowanie (92) jest ważne.
Dowód:
Dla zadań wypukłych, z różniczkowalnymi funkcjami2 mamy
dla ustalonego λ = λ∗ oraz wszystkich x i v:

Lo(x, v, λ
∗) ≥ Lo(x

∗, v∗, λ∗)+
∂LT

o

∂x
(x∗, v∗, λ∗)(x−x∗)+

(99) +
∂LT

o

∂v
(x∗, v∗, λ∗)(v − v∗)

Nierówność ta będzie zachowana, gdy obliczymy obustron-
nie minimum względem x:

min
x∈X

Lo(x, v, λ
∗) ≥ min

x∈X

{
Lo(x

∗, v∗, λ∗)+

+
∂LT

o

∂x
(x∗, v∗, λ∗)(x−x∗)+

∂LT
o

∂v
(x∗, v∗, λ∗)(v−v∗)

}
=

= Lo(x
∗, v∗, λ∗) +

∂LT
o

∂v
(x∗, v∗, λ∗)(v − v∗)+

(100) +min
x∈X

∂LT
o

∂x
(x∗, v∗, λ∗)(x− x∗)

Zauważmy, że ostatni składnik wyrażenia (100) jest równy
zero, jako że punkt x∗ jest optymalny dla v = v∗, λ = λ∗
(nie ma w nim dopuszczalnego kierunku poprawy, czyli o po-
chodnej kierunkowej ujemnej), a zatem nierówność (92) obo-
wiązuje.

�

Algorytm obliczeniowy
Będziemy teraz rozważać przypadek, gdy w punkcie

optymalnym zadania prymalnego x∗ w wersji zarówno dla
v∗ ∈ V ∩V0, czyli (67)-(68), jak i v∗ ∈ V \V0, czyli (75)-(76),
istnieje wektor mnożników Lagrange’a λ∗. Zadania te muszą
więc spełniać pewne warunki regularności (o czym poniżej).

Algorytm obliczeniowy oparty na uogólnionej metodzie
Bendersa może być sformułowany następująco:

Algorytm GBD
1. Wybierz punkt początkowy v0 ∈ V ; Ko = ∅,Kf :=

∅, k := 0, przyjmij tolerancję zbieżności ε > 0.
2. Dla ustalonego v = vk spróbuj rozwiązać zadanie pry-

malne (67)-(68).
• Jeżeli udało się k := k + 1, zapamiętaj jako xk

i λk uzyskany punkt optymalny oraz wektor opty-
malnych mnożników Lagrange’a, Ko := Ko∪{k}.
Uaktualnij UBD = min{UBD, z(vk)}. Jeżeli na-
stąpiło polepszenie oszacowania górnego UBD, to
zapamiętaj jako najlepsze dotychczasowe rozwią-
zanie parę (xk, vk). Jeżeli UBD − LBD ≤ ε to
STOP.
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• W przeciwnym razie rozwiąż zadanie dopuszczal-
ności (75)-(76)3, k := k + 1, zapamiętaj jako xk

i λk uzyskany punkt optymalny oraz wektor opty-
malnych mnożników Lagrange’a odpowiadających
ograniczeniom, Kf := Kf ∪ {k}.

3. Rozwiąż zrelaksowane zadanie mastera:
w wersji nieliniowej

(101) min
v∈V,μ

μ

p.o.

(102) Lo(x
l, v, λl) ≤ μ, l ∈ Ko

(103) Lf (x
l, v, λl) ≤ 0, l ∈ Kf

albo zlinearyzowanej

(104) min
v∈V,μ

μ

p.o.
(105)

Lo(x
l, vl, λl) +

∂LT
o

∂v
(xl, vl, λl)(v − vl) ≤ μ, l ∈ Ko,

(106)

Lf (x
l, vl, λl) +

∂LT
f

∂v
(xl, vl, λl)(v − vl) ≤ 0, l ∈ Kf

Niech (vk, μk) będzie optymalnym rozwiązaniem po-
wyższego zadania. Wtedy μk jest dolnym oszacowa-
niem oryginalnego zadania. Niech LBD = μk. Jeżeli
UBD − LBD ≤ ε to STOP.

4. Skocz do 2.

Zbieżność algorytmu

Zostało udowodnione, że algorytm GBD zbiega w skończonej
liczbie kroków dla dowolnego ε > 0, gdy [10]:

1. V jest skończonym zbiorem dyskretnym oraz spełnio-
ne są założenia Twierdzenia 2 oraz 3 dla przypadku 1
(wtedy zbieżność zachodzi także dla ε = 0).

2. V jest niepustym, zwartym podzbiorem V0, X jest nie-
pustym zwartym zbiorem wypukłym, funkcje f i g są wy-
pukłe na X dla każdego ustalonego v ∈ V oraz ciągłe
na X×V , zbiór optymalnych mnożników Lagrange’a w
zadaniu (67)-(68) jest niepusty dla wszystkich v ∈ V0,
a ograniczenia spełniają warunek regularności Slatera:
∃x̄ ∈ X, v̄ ∈ V g(x̄, v̄) < 04.

3. V nie jest podzbiorem V0, funkcja ograniczeń g(x, v)
jest separowalna, zbiór X zdefiniowany za pomocą
ograniczeń liniowych; pozostałe warunki jak w p. 2. [9].

Niezwykle istotne jest założenie o istnieniu mnożników La-
grange’a dla wszystkich v ∈ V ∩ V0. Niesprawdzenie go
może prowadzić do błędów. Rozważmy następujący przykład
podany (w kontekście nieco innego podejścia) przez Gro-

3O ile używany solwer sam go nie rozwiązuje napotykając niedo-
puszczalność.

4W przypadku, gdy ograniczenia nierównościowe wynikają z za-
stosowania transformacji (9) lub (10) do ograniczeń równościowych
(8), warunek Slatera będzie spełniony, gdy się je zrelaksuje stosując
metodę paska epsilonowego.

theya i in. [13]5:

(107) min
x1,x2,v

v2 − x2

p.o.

(108) (x1 − 1)2 + x2
2 ≤ ln v

(109) (x1 + 1)2 + x2
2 ≤ ln v

(110) v ≥ 1

(111) −10 ≤ xi ≤ 10, i = 1, 2

1-1 x

x

Obszar dopuszczalny

1

2

ln(v)

Rys. 1. Przekrój przez zbiór dopuszczalny w zadaniu (107)-(111) dla
v > e.

Dla v∗ = e będziemy mieli zadanie:

(112) min
x1,x2,v

e2 − x2

p.o.

(113) (x1 − 1)2 + x2
2 ≤ 1

(114) (x1 + 1)2 + x2
2 ≤ 1

(115) −10 ≤ xi ≤ 10, i = 1, 2

Jego rozwiązaniem optymalnym jest jedyny punkt dopusz-
czalny (0,0). Łatwo sprawdzić, że w tym punkcie mnożniki
Lagrange’ dla ograniczeń (113)-(114) nie istnieją, a zatem
wyrażenia (102) i (105) tracą sens. Wynika to z tego, że w
punkcie tym nie jest spełniony warunek regularności Fiacco-
McCormicka, by gradienty ograniczeń aktywnych były linio-
wo niezależne. Co ciekawe, zadanie pierwotne (107)-(111),
względem łącznego wektora (x, v), jest wypukłe i regular-
ne - warunek ten jest spełniony także w punkcie (x, v) =
(0, 0, e).

Algorytm GBD ma dość poważne wady. Najważniejszą z
nich jest to, że liczba ograniczeń rośnie w nim z każdym wy-
konaniem zadania mastera, powodując, że zadanie się kom-
plikuje, a co za tym idzie, maksymalny i średni, w pewnym
oknie, czas wykonania tego zadania się wydłuża6. Ponadto,
nie ma gwarancji, że w kolejnych krokach wartość przybliże-
nia rozwiązania dopuszczalnego UBD maleje. Dlatego warto
zastosować bardziej wyrafinowane algorytmy.

5Dla kompletności sformułowania dodany został zbiór X, zdefi-
niowany jako kostka będąca iloczynem kartezjańskim przedziałów
[−10, 10] wzdłuż każdej współrzędnej. Nie ma to znaczenia dla wy-
wodu.

6Zawsze mogą się zdarzyć krótkie pojedyncze wykonania zada-
nia mastera, np. jeśli kolejny punkt optymalny v∗ leży blisko zadane-
go początkowego, ale nie jest to rzecz typowa.
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Najbardziej przydatne, a także najczęściej używane
obecnie, są algorytmy oparte na metodzie płaszczyzn tną-
cych, zwłaszcza w powiązaniu z metodą punktu wewnętrz-
nego w wersji centralnej [7].

Efektywne algorytmy rozwiązania zadania mastera w
wersji z cięciami liniowymi

Klasyczna metoda płaszczyzn tnących (a ściślej odcina-
jących) Kelley’a [15], do której się sprowadza zadanie ma-
stera w wersji z cięciami zlinearyzowanymi, ma szereg wad.
Przede wszystkim jest ona wolno zbieżna. Podawane są sza-
cunki, że dla osiągnięcia rozwiązania z dokładnością ε > 0
metoda ta wymaga O( 1

εq+1 ) iteracji [12]. Poważnym proble-
mem, wspomnianym wyżej, jest też w którymś momencie
liczba cięć, powodująca wydłużenie obliczeń w kolejnych ite-
racjach. Nie ma, niestety, niezawodnych i prostych reguł na
usuwanie starych cięć, nawet tych, które są nieaktywne dla
bieżącego rozwiązania zadania (104)-(106) [23]. Można też
zaobserwować pewnego rodzaju niestabilność, polegającą
na tym, że kolejny punkt wygenerowany przez algorytm mo-
że być daleko od poprzedniego, mimo że poprzedni był już
blisko optimum, a nawet w nim [3].

Wady te zostały w poważnym stopniu usunięte w mody-
fikacjach metody Kelleya [7]. Najpopularniejsze i najbardziej
przydatne z nich to:

1. Metoda wiązki [18], [25], [16].
Polega ona w najprostszej wersji na dodaniu do aprok-
symacji liniowej wskaźnika jakości w zadaniu mastera
(uzyskanej na podstawie cięć optymalności) kwadrato-
wego składnika proksymalnego, będącego karą za od-
chylenie od ostatniego istotnego rozwiązania wk. Słowo
"istotne" oznacza to, że przyniosło ono wystarczającą
poprawę wyjściowego wskaźnika jakości. Jeżeli to nie
miało miejsca, dodawane jest jedynie nowe cięcie.
Zadanie (104)-(106) przyjmie zatem postać:

(116) min
v∈V,μ

μ+
1

2βk
‖v − wk‖2

p.o.

(117) ϕ(vl) +∇ϕ(vl)T (v − vl) ≤ μ, l ∈ Ko

(118) ξ(vl) +∇ξ(vl)T (v − vl) ≤ 0, l ∈ Kf

gdzie
(119)
ϕ(vl) = Lo(x

l, vl, λl) = f(xl, vl) + (λl)T g(xl, vl)

∇ϕ(vl) =
∂Lo

∂v
(xl, vl, λl) =

(120) =
∂f

∂v
(xl, vl) +

∂g

∂v
(xl, vl)λl

(121) ξ(vl) = Lf (x
l, vl, λl) = (λl)T g(xl, vl)

∇ξ(vl) =
∂Lf

∂v
(xl, vl, λl) =

(122) =
∂g

∂v
(xl, vl)λl

Zadanie mastera jest zatem kwadratowe, dość łatwe do
rozwiązania za pomocą standardowych solwerów.

Zaletą tej metody jest łatwość modyfikacji zbioru cięć
(kandydatami do usunięcia są te, dla których mnożni-
ki Lagrange’a są zerowe) i utrzymywania jego liczności
na niskim poziomie [23]. Szacuje się, że dla osiągnięcia
rozwiązania z dokładnością ε > 0 metoda wiązki wyma-
ga O( 1

ε2 ) iteracji [12], co oznacza istotną poprawę efek-
tywności w porównaniu z klasyczną metodą Kelleya.

2. Metoda największej kuli wpisanej [4]
W metodzie tej korzysta się z pojęcia zbioru lokalizacyj-
nego. Dla danego, najlepszego dotychczas (powiedzmy
do k-tej iteracji zadania mastera włącznie), oszacowa-
nia górnego optymalnej wartości wskaźnika jakości za-
dania wyjściowego - oznaczmy je jako UBDk - będzie
to zbiór:
(123)

Lk =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(v, μ) ∈ R
q × R

μ ≤ UBDk

ϕ(vl) +∇ϕ(vl)T (v − vl) ≤ μ, l ∈ Ko

ξ(vl) +∇ξ(vl)T (v − vl) ≤ 0, l ∈ Kf

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭

Zauważmy, że przyjmując u = (v, μ) można przedsta-
wić ograniczenia opisujące ten zbiór w sposób następu-
jący:

(124) Au ≤ b

Metoda największej kuli wpisanej jest jedną z metod
punktu centralnego (z większej rodziny metod punktu
wewnętrznego), które polegają na tym, że poszukuje się
w niej w kolejnych krokach k, zamiast punktu minimali-
zującego wskaźnik (104), punktu, który według pewnej
miary leży "w środku" zbioru lokalizacyjnego Lk (123).
Środek największej kuli wpisanej dla zbioru U =
{ u ∈ R

q+1 : A u ≤ b} (zwany także centrum Cze-
byszewa), gdzie macierz A ma wymiary S × (q + 1),
przy S = ( ¯̄Ko + ¯̄Kf + 1), wyznacza się rozwiązując
zadanie programowania liniowego:

(125) max
u∈Rq+1,σ≥0

σ

p.o.

(126) aTi u+ ‖aTi ‖σ ≤ bi, i = 1, . . . , S

Zaletą tej metody jest, poza liniowym sformułowaniem,
łatwość eliminacji niepotrzebnych (odległych) cięć na
podstawie zerowych wartości mnożników Lagrange’a
(nieaktywnych ograniczeń (126)), o ile w kolejnych ite-
racjach zadania mastera wartość σ̂ zmalała [4]. Metoda
ta potrzebuje O((q+1) ln 1

ε ) iteracji dla osiągnięcia roz-
wiązania optymalnego z dokładnością ε [12].

3. Metoda najmniejszej elipsoidy opisanej [24], [21], [12].
W każdym kroku otrzymujemy elipsoidę

(127) Ek =
{
u|(u− uk)TW−1

k (u− uk) ≤ 1
}

Jest ona scharakteryzowana przez dwa parametry: ma-
cierz Wk i środek uk.
Zakładamy, że startujemy od elipsoidy E0 zawierającej
środek zbioru dopuszczalnego U . Kolejne elipsoidy Ek

są takie, że Ek+1 jest elipsoidą o najmniejszej objętości
zawierającą Ek ∩{u|〈ak, u−uk〉 ≤ 0}, gdzie ak - k-ty
wiersz macierzy A we wzorze (124). Jest ona zdefinio-
wana jako:

(128) uk+1 = uk − 1

nu + 1

Wkak√
aTkWkak
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(129)

Wk+1 =
n2
u

n2
u − 1

(
Wk − 2

nu + 1

Wkaka
T
kWk

aTkWKak

)

gdzie nu jest wymiarem wektora u - u nas nu = q + 1.
Można pokazać [12], że objętość Ek+1 równa jest obję-
tości Ek razy współczynnik (1− 1/(nu + 1)2).
Wielką zaletą tej metody jest brak pamięci cięć, dzięki
czemu każda iteracja jest bardzo szybka i nie wyma-
ga użycia żadnego solwera na poziomie mastera. Wadą
jest nieco wolniejsza zbieżność niż metod przedstawio-
nych powyżej - jej złożoność wynosi O((q + 1)2 ln 1

ε )
[12].

Wnioski
Metoda Bendersa, mimo że zaproponowana została już

ponad pół wieku temu, jest wciąż bardzo żywotna. Jest ona
często stosowana, zwłaszcza w wersji uogólnionej przez
Geoffriona, do rozwiązywania wielu dużych zadań prak-
tycznych z dziedziny techniki, przede wszystkim związa-
nych z wszelkiego rodzaju sieciami, np. telekomunikacyjny-
mi, energetycznymi, gazowymi, transportowymi. Zadania te
charakteryzują się mieszanym, dyskretno-ciągłym, charakte-
rem zmiennych decyzyjnych, któremu często towarzyszy nie-
wypukłość funkcji celu oraz ograniczeń. Dla dość szerokiej
klasy zadań tego typu, gdy przy ustalonym jednym podwekto-
rze zmiennych zadanie jest wypukłe względem drugiego pod-
wektora i vice-versa (takie są na przykład zadania biliniowe),
metoda Bendersa zapewnia zbieżność w skończonej liczbie
kroków do dokładnego rozwiązania. Metoda ta radzi sobie
z niedopuszczalnością zadań prymalnych - względem wek-
tora x - dla pewnych wartości zmiennych komplikujących v,
rozwiązując zadanie dopuszczalności, z którego otrzymywa-
ne są nowe ograniczenia - cięcia dopuszczalności. W przy-
padku, gdy zadanie prymalne jest dopuszczalne, generowa-
ne jest cięcie optymalności, eliminujące część zbioru dopusz-
czalnego zmiennych komplikujących V , dla którego wskaźnik
jakości ma gorsze wartości niż uzyskane dotąd.

Występują dwie wersje metody Bendersa: z cięciami nie-
liniowymi albo liniowymi. I jedne, i drugie można stosować,
gdy spełniony jest warunek niezależności rozwiązania zada-
nia minimalizacji lagranżianu w zadaniu prymalnym od wek-
tora zmiennych komplikujących, a także, gdy lagranżian jest
wypukły względem zmiennych komplikujących. Cięcia linio-
we można stosować również w zadaniach wypukłych wzglę-
dem łącznego wektora (x, v).

Metoda z cięciami liniowymi (będąca w istocie wersją
metody płaszczyzn tnących Kelleya) wydaje się być bardziej
praktyczna, ze względu na łatwość rozwiązania zadania ma-
stera, np. stosując solwery liniowe lub kwadratowe. Ma ona
wiele zalet, zwłaszcza gdy używa się stosunkowo nowych
metod pochodzących z obszaru optymalizacji nieróżniczko-
walnej:

• wiązki lub największej kuli wpisanej - łatwo wtedy usu-
nąć zbyteczne cięcia,

• najmniejszej elipsoidy opisanej - w ogóle nie ma takiej
potrzeby.
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