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Uogolniona metoda Bendersa dekompozycji mieszanych,
nieliniowych zadan optymalizacji

Streszczenie. Artykut przedstawia uogdlniong metode dekompozycji Bendersa, ktdra jest obecnie jednym z podstawowych podejs¢ do rozwiazywania
duzych zadan nieliniowej optymalizacji mieszanej (dyskretno-ciagtej), takze w przypadku dos¢ szerokiej klasy zadan z niewypuktymi funkcjami celu
oraz ograniczen. Oprécz klasycznych twierdzen o rzutowaniu i reprezentacji, podane bedzie jednolite sformutowanie zadania mastera z cieciami
nieliniowymi i liniowymi. Dla tego ostatniego przypadku wskazane beda najbardziej efektywne oraz tatwe w implementacji algorytmy obliczeniowe z
rodziny ptaszczyzn tngcych.

Abstract. The paper presents the Generalized Benders Decomposition method, which is now one of the basic approaches to solve big mixed-integer
nonlinear optimization problems, also in the case of quite a broad class of problems with nonconvex objectives and constraints functions. Apart from
the classical projection and representation theorems, a unified formulation of the master problem with nonlinear and linear cuts will be given. For the
latter case the most effective and, at the same time, easy to implement computational algorithms from the cutting plane family will be pointed out.

(Generalized Benders method of decomposition of mixed-integer nonlinear optimization problems)
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Wprowadzenie
Na poczatku lat 60-tych XX w. holenderski matematyk
Jacques F. Benders rozpatrywat zadania o postaci [2]:

(1) max ¢’z + f(v)

przy ograniczeniach (dalej bedzie uzywany skrot ,p.o.”)

) Az + F(v) <b, be R™

(3) reXCR", veV CR?

Nazywat je zadaniami programowania z mieszanymi zmien-
nymi (ang. mixed-variables programming). W zadaniach tych
zarowno wskazniki jakosci, jak i funkcje definiujace ograni-
czenia, byty sumami dwéch sktadnikéw: liniowego, zalezne-
go od wektora zmiennych € X i nieliniowego, zaleznego
od wektora v € V. Benders nazwat zmienne v zmiennymi
komplikujgcymi, poniewaz przy ich ustaleniu zadanie bardzo
sie upraszczato - stawato sie liniowe. Ponadto zasugerowat,
ze moga one by¢ dyskretne, czyli zadanie wzgledem samych
zmiennych x stawato sie takze ciggte i byto juz bardzo tatwe
do rozwigzania za pomocg dowolnego solwera programowa-
nia liniowego (np. opartego na metodzie sympleks).

W swoijej pracy [2] Benders zaproponowat iteracyjng proce-
dure rozwigzania tego zadania optymalizacji poprzez rozwig-
zywanie na przemian pomocniczych zadan wzgledem jedne-
go lub drugiego wektora zmiennych. Zadania te byty zwig-
zane z reprezentacjg dualng zadania wyj$ciowego oraz wa-
runkami optymalnosci. Zadanie wzgledem zmiennych kom-
plikujgacych v nazwat zadaniem mastera, zadanie wzgledem
zmiennych x - zadaniem prymalnym. Zadanie prymalne do-
starczato zadaniu mastera w kolejnych jego uruchomieniach
ograniczen zwigzanych z aproksymacjg wskaznika jakosci,
albo zbioru dopuszczalnego, wyliczanych w réznych punk-
tach zbioru X. Te pierwsze byty dodawane w przypadku, gdy
dla danego prébnego wektora v istniato rozwigzanie dopusz-
czalne w zadaniu wyj$ciowym, te drugie - w przeciwnym ra-
Zie.

Uogdlnienie tego podejscia na zadania nieliniowe przed-
stawit Arthur Geoffrion [10]. Nazwat je uog6lniong dekompo-
zycja Bendersa (ang. Generalized Benders Decomposition -
GBD). Tak jak w oryginalnej pracy Bendersa, ograniczenia
w zadaniu mastera byly zdefiniowane za pomoca lagranzia-
néw odpowiednich zadan prymalnych. Wartosci wskaznikow
w punktach optymalnych uzyskane po kazdej iteracji zadania
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mastera oraz prymalnego, gdy byto dopuszczalne, stuzyty do
oszacowania wskaznika zadania wyjsciowego. W przypad-
ku zadania minimalizacji zadanie mastera dostarczato jego
oszacowania od dotu LBD (od ang. lower bound), zada-
nie prymalne - od géry - UBD (od ang. upper bound). Gdy
zadanie prymalne byto niedopuszczalne, rozwigzywano tzw.
zadanie dopuszczalnosci, polegajace na minimalizacji mak-
symalnego przekroczenia ograniczen. Test stopu polegat na
sprawdzeniu, czy oszacowania gorne i dolne wskaznika ja-
kosci sg sobie rowne z zadang doktadnoscia.

Podejscie Geoffriona w nieznacznie zmodyfikowanej
wersji zostato przedstawione w pracach Floudasa [8], [9], w
ktérych zaktada sie, ze zmienne v sg binarne oraz uzupet-
nia ograniczenia zadania o rownosciowe, mieszane. Nieste-
ty, w zadaniu dopuszczalnosci nie sg one relaksowane (tak
jak ograniczenia mieszane nieréwno$ciowe), co sprawia, ze
cate podejscie moze doprowadzi¢ do blokady algorytmu, gdy
wybierze sie punkt prébny ze zbioru V' dla ktérego ktéres
z tych ograniczen jest niespetnione dla wszystkich z € X.
Floudas podat kilka wersji algorytmu obliczeniowego, ale do-
tyczyty one tych samych specyficznych zadan, bedac wtasci-
wie jednym algorytmem zapisanym w rézny sposob.

Niestety, ani w pracach Floudasa [8], [9], ani w zrodto-
wej pracy Geoffriona [10], nie zostata przedstawiona wersja
0 podstawowym znaczeniu w zadaniach wypuktych wzgle-
dem catego wektora (x, v) - z liniowymi cigciami w zadaniu
mastera. Jest to takze wersja najprostsza w implementacji,
wspomina o niej Benders [2], a w nowszych pracach dotycza-
cych programowania mieszanego [17], [19] najczesciej jest
przedstawiana jako jedyna.

Niedostatki wymienionych powyzej prezentacji metody
Bendersa i brak spojnego i jednolitego opisu tego podejscia
przekonaty autora o potrzebie uporzadkowania wiedzy, cze-
go efektem jest niniejsza praca. A znaczenie tego podejscia
ro$nie, gdyz rozwigzywane sg obecnie coraz wieksze prak-
tyczne zadania programowania mieszanego, zwigzane np. z
energetyka [6], telekomunikacjg [14], transportem [11], sie-
ciami gazowymi [20], procesami produkcyjnymi [22], syste-
mami wodnymi [5]. Gdy zadania te przekroczg pewng wiel-
kos¢, nawet najlepsze solwery komercyjne nie dajg sobie ra-
dy. Niezbedne jest napisanie wtasnego specjalizowanego ko-
du, wykorzystujacego wiasnosci strukturalne zadania. A do
tego wtasnie metoda Bendersa $wietnie sie nadaje.
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Sformutowanie zadania
Rozwazmy zadanie optymalizacji o nastepujacej posta-

Ci:

(4) min f(z,v)
p.o.

(5) g(z,v) <0
(6) r€e X CR"”
(7) veV CRY
gdzie

f: R"xRI R,
g: R"xR?—R™

Ewentualne ograniczenia rownosciowe
(8) hj(z,v)=0,7=1,...,s

mozna uwzglednié¢ za pomoca standardowych przeksztatcen,
np.:

hi(z,v) <0

(9) ho(z,v) < 0

)

i1 hj(z,0) >0
lub

2 C_
(10) hi(z,v) <0,j=1,...,s

Dla uproszczenia ograniczenia réwnosciowe bedag dalej po-
miniete.

Zatozenia odnoszace sie do funkgiji i zbioréw wystepuja-
cych w sformutowaniu beda podawane w kolejnych twierdze-
niach. Na razie przyjmiemy tylko, ze sg one takie, ze rozwig-
zanie zadania (4)-(7) istnieje. Warto jedynie poswigci¢ kilka
stéw zbiorowi V. Ma on zawiera¢ sie w R?. W zwigzku z tym
podklasg zadan tej postaci sa zadania typu MINLP (od ang.
Mixed Integer NonLinear Programming), czyli zadania mie-
szane ciaggto-dyskretne, nieliniowe, w ktérych V' C Z9, gdzie
7, - zbior liczb catkowitych.

Sugeruje sie okreslenie wektora v - zmiennych kompli-
kujacych, w taki sposob, ze gdy go ustalimy, to wystgpi jedna
z nastepujacych sytuacji:

1. Zadanie moze byé zdekomponowane na szereg nieza-
leznych podzadan, z ktérych kazde wykorzystuje inny
podwektor x;,7 = 1, ..., p wektora

(11) T =

Najczesciej wskaznik faczny ma postaé addytywna:

min
T1,T2,..,Tp,V

(12) min f(z,v) = > filwiv) + fo(v)
' i=1

p.o.

(18) gij(wi,v) <0, j=1,....my; i=1,...,p

(14) z; € X; CR™, izl,...7p,v€V§Rq,

W tym przypadku warto jest zastosowac nie tylko de-
kompozycje, ale takze réwnolegte rozwigzywanie po-
wstatych podzadan prymalnych.

2. Zadanie wzgledem zmiennych x przyjmuje specyficzng
strukture dla ktorej istniejg wydajne algorytmy - np. jest
liniowe albo kwadratowe.

3. Zadanie jest wypukte wzgledem x przy ustalonym v i
vice-versa, mimo ze jest niewypukte, gdyby rozwazac je
dla zmiennej tacznej (x, v).

Wypukte wzgledem jednego podwektora przy ustalo-
nym drugim sa np. czesto spotykane w technice zadania
biliniowe [1].

Przyklady zadan optymalizacji do rozwigzania ktérych
mozna zastosowa¢ metode Bendersa
1. Zadanie z separowalnym wskaznikiem jakosci oraz se-
parowalna funkcjg ograniczen
(15)
min 257 — 1 yo +4y3 + (55 — 4 + (ya = 3)°+

Y1,---,Y6

+8y2 + yg — 3ys)
p.o.
(16) y1>21, 4220
(17) Y3 >3, ys =2
(18) ys >3, y6 >0

(19)  yi+y2+u5+yi+ys+ys <50

W zadaniach takich, gdzie zaréwno wskaznik jakosci,
jak i funkcje ograniczen sg sumami funkcji zaleznych
od podwektoréw zmiennych decyzyjnych, zeby uzyskac
posta¢ standardowg (12)-(14) trzeba odpowiednio po-
grupowac zmienne w podwektory oraz wprowadzi¢ do-
datkowe zmienne v rozdzielajgce ograniczenia.
Przyjmijmy p = 3 oraz oznaczmy:

(20)

xl{l’l,l}A[yl]’ZQ[xQ,l]A{y?)}’
X1,2 Y2 T22 Ya
€3 = 3,1 | a | Ys
x3,2 Ys

(21) fi(z1) =227 ) — 211210 + 427,

Teraz:

22) X1 ={[z11,212) ER* 1211 > 1, 315 >0}
(23) fo(@2) = (x21 — 4)* + (222 — 3)°

(24) Xo = {[(22,1,m22] ER* 1201 >3, w35 > 2}
(25) fa(ws) =825 1 + 3 5 — 331

(26) X3 = {[z31,232] €ER® 1331 >3, 230 >0}
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(27) fo(v) =0

Wprowadzmy takze sztuczne zmienne wvy,vs,v3 na
ograniczenie sktadnikéw wiazacych zmienne podwekto-
row, odpowiednio, x1,x2 i T3, W ograniczeniu fgcznym
(19).

(28) 1,10 +x12 <Up
(29) 51+ 155 < v
(30) w31 + 755 <3

Otrzymamy nastepujgce funkcje ograniczen w formacie
zadania (12)-(14):

(31) gi1(r1,v) =211 + 212 — V1

(32) go1(w2,v) = $§,1 + 95372 )

(33) g31(w3,v) = 231 + 235 — V3
a takze zbior V:

(34) V= {[1)1,1)2,1)3] S R3 : v + vy +v3 < 50}

. Zadanie z tahcuchem (pierscieniem) ograniczen.

W zadaniach tego typu kolejne ograniczenia wigzag ze
sobag kilka kolejnych zmiennych decyzyjnych, tzn. kazda
ze zmiennych wystepuje w kilku ograniczeniach (przy-
najmniej w dwdéch) w relacji z sgsiednig zmienng o niz-
szym oraz o wyzszym indeksie. Jest to struktura do$¢
typowa dla zadan sterowania optymalnego po zastgpie-
niu uktadu s réwnan nieliniowych (od poczatku réznico-
wych lub powstatego w rezultacie dyskretyzacji po cza-
sie uktadu réwnan rézniczkowych) uktadem s + 1 nie-
rownosci przy uzyciu przeksztatcenia (9). Pomystem na
podziat zadania i uzyskanie postaci standardowej (12)-
(14) jest potraktowanie niektérych zmiennych w wek-
torze (np. dzielagcych go na kilka réwnych czesci) jako
zmiennych komplikujgcych v;, a nastgpnie ograniczen,
w ktérych te zmienne wystepujg, jako ograniczen mie-
szanych typu (13).

Wezmy pod uwage zadanie nastepujace:

: 2 2 2
yrgﬁggy1+y2+---+yg

p.o.
Yk+1 — Yk <sink, k=1,...,8
Y1 — Yo < 0.5
Oznaczmy:
A A A
V1 =Y3, V2 =1"Ys, U3 =1Y9

Pozostate elementy bedg tworzy¢ podwektory o wymia-
rze 2. Oznaczymy je jako z1, x3, x3, czyli:
NH

T = T1,1 vy U1 Lo =
T12 y2 |’

=[] [2)
x3,2 Ys

Zadania to mozna przedstawi¢ w formacie (12)-(14)
przyjmujac:
(35)

Ya
Ys

€21
Z2,2

fi(z1) = 1’%1 + m%,z

(36) X; = {[ml’hxl,g] eR?: x1,2 — 211 <sin 1}

(37) q11(z1,0) = 1,1 —v3 — 0.5

(38) g12(x1,v) =v1 — 12 —sin?2

(39) falan) =31 + a3

(40) X, = {[1‘271,.’17272] eR?: To2 — X2 < sin4}

(41) go1(22,v) = 221 —v1 —sin3

(42) g22(22,v) = v — T2 —sind
(43) fa(ws) = a3 + a3,
(44) X3 = {[w31,232] ER® 123 — 23 <sinT}
(45) 931(.%37 U) =231 — U2 — sin 6
(46) g32(w3,v) = v3 — x32 —sin8
3
(47) fo(v) = Z v?
i=1
Dekompozycja.

Zadanie (4)-(7) mozna przedstawi¢ w nastepujacy spo-
so6b [10]:

(48) min inf f(z,0)
p.o.
(49) g(z,v) <0

Infimum w zadaniu wewnetrznym pojawito sie ze wzgledu na
to, ze dla pewnych v moze ono by¢ nieograniczone.
Oznaczmy

(50) z(v) & inf f(x,v)

rzeX
p.o.
(51) g(w,v) <0

Zadanie (50)-(51) rozwigzywane dla ustalonego v bedziemy
nazywaé zadaniem prymalnym,
Zadanie (48)-(49) moze by¢ teraz zapisane w postaci

2 2V, )
gdzie
(53) Vo={v: 3zeX gzv) <0}

i interpretowane jako rzutowanie zadania (48)-(49) na prze-
strzeh zmiennych v [10]. Sformutowanie (52) nazywamy za-
daniem mastera.

Wymaganie na v okre$lone w (52) jako v € V N V|, wy-
nika z koniecznosci zagwarantowania istnienia rozwigzania -
warto$ci z(v). Zbior V) nosi nazwe zbioru rozwigzywalnosci
(ang. solvability set).

Problem polega na tym, ze znamy z(v) oraz V; jedynie
posrednio poprzez ich definicje.
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Obowigzujg nastepujace twierdzenia [10]:

Twierdzenie 1 (o rzutowaniu)

1. Zadanie (4)-(7) nie ma rozwigzania lub jest nieograni-
czone wtedy i tylko wtedy gdy to samo jest prawdziwe w
odniesieniu do zadania (52).

2. Jezeli (%,0) jest optymalnym rozwigzaniem zadania
(4)-(7), to ¥ jest optymalnym rozwigzaniem zadania
(52),

3. Jezeli v jest optymalnym rozwigzaniem zadania (52) i
I osigga infimum w zadaniu (50)-(51) przy v = 0, to
(z,0) jest optymalnym rozwigzaniem zadania (4)-(7)

Twierdzenie 2 (o reprezentacji V)

Zatézmy Zze X jest niepustym, wypuktym zbiorem oraz
Ze funkcja g jest wypukta na X dla kazdego ustalonego
v e V.

Zatézmy ponadto ze zbior

Zy={zeRM™:JxeX gx,v) <z}

jest domkniety dla kazdego ustalonego v € V. Wowczas
punktv* € V nalezy takze do zbioru Vy wtedy i tylko wtedy

9ay:

(54) 1g)f( Ly(z,v",\) <0, YA€A

gazie
(55) A= AeRm:Azo,ZAj:1
j=1

oraz

(56) Ly(z,v,\) = Mgz, v)
Twierdzenie 3 (o reprezentacji z(v))
Zatézmy, ze X jest niepustym, wypuklym zbiorem,
a funkcje f i g wypukte na X dla kazdego ustalonego
v = v* € V. Zatézmy ponadto, ze dla v*, przynajmniej
jeden z ponizszych warunkow jest spetniony:
1. z(v*) jest skoriczone i w zadaniu (50)-(51) istnieje opty-
malny wektor mnoznikéw Lagrange’a
2. z(v*) jest skonczone, g(x,v*) i f(x,v*) sa ciagle na
X, zbior X jest domkniety, zas zbidr rozwigzan opty-
malnych z doktadnoscia do £ zadania (50)-(51) jest nie-
pusty i ograniczony dla pewnego € > 0

3. z(v*) = —o0
Wowczas
(57) z(v) =sup inf L,(x,v,\), Yoe VNl
AZOIGX
gazie
(58) Lo(w,v,A) = f(z,v) + AT g(z,v)

Podstawiajac w zadaniu (52) zaleznos¢ (57) za z(v) i
(54) za ograniczenie v € V| uzyskujemy réwnowazne zada-
nie:

59 insup inf Lo(z, v, A
%9 mp R ek el )
p.o.

i <
(60) mlg’(Lf(x,v,)\)_O, AEA

Korzystajac z definicji supremum jako najmniejszego goér-
nego ograniczenia oraz wprowadzajac dodatkowa, skalarng
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zmienng u, otrzymujemy nastepujgca posta¢ zadania maste-
ra, réwnowazng (59)-(60):

61 i
o e
p.o.

i < >
(62) ;Q)f( Lo(z,v,A) <, VA >0
(63) 1é1§( Li(z,v,A) <0, VAeA

W zadaniach wywodzacych sie z praktyki mozna zakfadac,
ze funkcja z(v) (patrz wzér (50)) jest ograniczona dla wszyst-
kich v € V, zbiér X zwarty, a funkcje f(z,v) i g(x, v) ciagte
w catej dziedzinie. W zwigzku z tym mozemy infimum zasta-
pi¢ przez minimum. Wtedy zadanie mastera przyjmie naste-
pujaca postac:

64 i

o .

p.o.

(65) mi)r(l Lo(z,v,\) <p, YA>0
EAS

(66) min Ly(z,v,A) <0, YAeA

zeX

gdzie funkcje L, i L sg dane wzorami (58), (56).

Zadanie (64)-(66) jest bardzo trudne do rozwigzania
ze wzgledu na ograniczenia, ktére muszg by¢ spetnione w
nieskonczonej, a nawet nieprzeliczalnej, ilosci punktéw (dla
wszystkich A o wspétrzednych nieujemnych albo nieujem-
nych sumujgcych sie do jednosci) oraz istnienie wewnetrz-
nych podzadan optymalizacyjnych (minimalizacji po x).

Trudnosci te pokonuije sie za pomoca relaksacji zadania,
a dokfadniej rozwigzywania go przy wykorzystaniu kolejnych,
coraz dokfadniejszych, aproksymacji funkcji wystepujacych
po lewej stronie ograniczen (65) oraz (66). Beda one utworzo-
ne z kawatkéw funkciji L, albo L zwigzanych z optymalnymi
rozwigzaniami zadania prymalnego, w sytuacji, odpowiednio,
gdy kolejny punkt prébny z zadania mastera v* nalezy do Vj
albo nie.

Podstawowe wlasnosci zadania prymalnego
Zadanie prymalne to zadanie wyj$ciowe (4)-(7) rozwia-
zywane dla ustalonego v = v* € V

(67) grcrél)l(l flz,v")
p.o.
(68) g(x,v") <0

Przy rozwigzywaniu tego zadania moga wystapi¢ dwa
przypadki: gdy zadanie prymalne jest dopuszczalne, czyli
ma rozwigzanie, i gdy go nie ma.

Przypadek, gdy zadanie prymalne ma rozwigzanie

Zatézmy, ze dla v* uzyskanego ze zrelaksowanego za-
dania mastera zadanie prymalne (67)-(68) ma rozwigzanie,
ktoremu odpowiada optymalny wektor mnoznikéw Lagran-
ge’a \*. Mnozniki nowego ograniczenia typu (65) sa tymi wia-
$nie mnoznikami.

Tak wiec do zrelaksowanego zadania mastera nalezy dodac
ograniczenie typu

(69) mi}r(l Lo(z,v,\") < p

kS
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Przypadek, gdy zadanie prymalne nie ma rozwigzania

Bardziej skomplikowana sytuacja wystepuje, gdy zada-
nie prymalne nie ma rozwigzania. Zgodnie z Twierdzeniem
2, dla ustalonego v = v* zadanie prymalne ma rozwigzanie,
jezeli spetniony jest nastepujacy warunek

(70) mi}r{l [Ly(z,0",A) = ATg(z,0")] <0, VAE€A
zTE

gdzie

(71) A=QXER™:A>0,> N=1
=1

W przypadku wykrycia przez solwer braku rozwigzania za-
dania prymalnego, nalezy znalez¢ taki wektor A € A, dla
ktorego'

(72) min AT g(z,v*) > 0

zeX

Nastepnie przyjmuje sig \* = Mido zrelaksowanego zada-
nia mastera dodaje sie nieréwnos¢

min Ly (z,v,\*) <0

(73) reX

Twierdzenie 4 W przypadku, gdy zadanie prymalne (67)-
(68) jest niedopuszczalne, wektor mnoznikéw Lagrange’a
A € A spetniajacy warunek (72) mozna wyznaczy¢ rozwig-
zujgc zadanie pomocnicze (tzw. zadanie dopuszczalnosci):

(74) min max g](x v™)

zeX j=1,...,

Dowdd:
Zadanie (74) jest rownowazne zadaniu:

(75) min «
zeX,x
p.o.
(76) gi(z,v") <o, j=1,....m

Ma ono na pewno rozwigzanie z uwagi na wczesniej przyjete
zatozenia co do funkcji g(z,v).

Nie zmniejszajgc ogélnosci rozwazan, przyjmijmy, ze zbiér
X definiuja ograniczenia nieréwnosciowe (), czyli mamy
zadanie:

(77) min «

p.o.

(78) gi(z,v)<a, j=1,....m
(79) ri(z) <0, j=1,...,t

Zaktadamy, ze wszystkie funkcje ograniczen g i r sg réz-
niczkowalne w sposob ciagty oraz wypukte, a punkty ich ak-
tywnosci sa regularne. Lagranzian dla tego zadania ma po-
stac:

(80) Las(z,o,v",\) =a+ Z)\é’ (gj(z,v") —a)+
j=1

"Wspotczesne solwery optymalizacyjne przewaznie same podaja
taki wektor mnoznikéw Lagrange’a w sytuacji, gdy stwierdzaja, ze
nie istnieje rozwigzanie dopuszczalne.
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t
+ Z NS rj()
j=1

gdzie A9 > 0,\" > 0 sg wektorami mnoznikéw Lagran-
ge’a dla ograniczen, odpowiednio, (78) i (79). Z warunkéw
koniecznych optymalnosci Karusha-Kuhna-Tuckera w odnie-
sieniu do zmiennej o otrzymamy réwnanie:

(81) 1->"M=0

Jj=1

czyli, poréwnujac z definicjg zbioru A (71), A9 € A. Uwzgled-
niajac rownos¢ (81) we wzorze na lagranzian (80), w punkcie
optymalnym, biorgc pod uwage warunki komplementarnosci
w odniesieniu do ograniczen (79), otrzymamy:

(82)

m
L(’lf(x*va*av*a x) = Zj\g : gj(l'*,’U*) = Lf(x*,ll*, ;\g)
=1

A zatem wektor mnoznikéw Lagrange’a dla ograniczen (78)
wyliczonych w punkcie optymalnym w zadaniu (77)-(79) jest
szukanym wektorem .

|

Podstawowe wiasnosci zadania mastera. Ciecia

Najlepiej by byto, gdyby z rozwigzan zadania prymalne-
go dla réznych v = v* udato sie wykorzystac nie tylko mnoz-
niki Lagrange’a w punkcie optymalnym \*, ale takze opty-
malne wektory zmiennych prymalnych z*. Zeby takie podej-
$cie prowadzito do rozwigzania zadania podstawowego (4)-
(7), musza by¢ spetnione pewne warunki.
Najwazniejszy jest nastepujacy:
Zatozenie 1 Obydwa  lagranziany — L,(x,v,\)
Ly(x,v,\) dla dowolnych x € X, v € Vi
moga byc¢ zapisane jako funkcje ztozone:

Lo(z,v,\) = Qo(wo(x, \), v, \)

oraz
A >0

(83)

(84) Li(z,v,\) = Qr(wyr(z,N),v,\)

gdzie w,, wy sg skalarnymi funkcjami x i A\, a Q,, Q¢ sa
funkcjami rosngcymi wzgledem pierwszego argumentu, wy-
puktymi wzgledem drugiego.

Twierdzenie 5 Zatézmy, ze dla zadania (4)-(7) spetnione
jest Zatozenie 1. Niech x* bedzie optymalnym rozwigzaniem
zadania

(85) min L, (z,v", \*)

zeX

Woéwczas takze dla v # v*

(86) min L, (z,v, \¥)

min = Ly(z", v, \¥)

Dowdd:
Zgodnie z Zatozeniem 1, ze wzgledu na rosngca zaleznos¢
funkcji Lagrange’a od pierwszego argumentu, ze wzoru (83)
mamy:

Qo(wo(x™, A7), 0", A") =

=min L,(x,v™, \*) = min Q,(w,(x, A*),v*, \*) =

zeX reX

Lo(z*,v*,\*) =

(87) = Qo(glelg(lwo(a)\ ), v™, A%)
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Stad, biorgc pod uwage réznowarto$ciowosé funkcji scisle
monotonicznych:

(88) we(x", A" = mi)r(lwo(x, %)

xre

A zatem, dla v # v*

;rél)r(lLo(x,v,/\ ) = gél)I(lQo(wo({L‘,)\ ),v,\%) =

= Qu(minw(@, A"), v, A") = Qu(wo(a”, A7), v, A") =

(89) = Ly(x*,v,\")

Jesli obowigzuje Zatozenie 1, ograniczenie (65) w zadaniu
mastera w okolicy v = v* mozna wiec aproksymowac za
pomocg ograniczenia:

(90) > Lo(z*,v,\")

gdzie wektory x*, A\* pochodzg z rozwigzania zadania pry-
malnego (67)-(68).
Ograniczenie to bedziemy dalej nazywac cieciem.

Z Zatozenia 1 wynika jeszcze jedno udogodnienie. Bio-
rac pod uwage wypuktos¢ funkcji Lagrange’a L, wzgledem

v, w przypadku, gdy jest ona rézniczkowalna wzgledem tego
2

wektora“, otrzymamy:

(91)

Lo(x* v, \") > Lo(x*, 0", \*) + 3 (z*, 0", X)) (v —v*)
v

Dzigki temu ciecie (90) moze by¢ zrelaksowane i zastgpione
w zadaniu mastera cieciem liniowym

oLY
ov

Analogiczne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla
ograniczenia dopuszczalnosci (66).
tatwo sprawdzi¢, ze Zatozenie 1 jest spetnione dla
dwéch klas zadan:
1. Separowalnych - gdy funkcje f, g sa sumami sktadni-
kow zaleznych od z i v, czyli

(93) f(@,0) = fi(x) + f2(v)

92)  p > Lo(a", 0", \") +

(", 0", A ) (v —v")

(94) g(x,v) = g1(z) + g2(v)

przy czym sktadniki f2, g2 sa wypukte na V.
2. Zadan programowania ze zmiennymi czynnikami (ang.
variable factor programming) o postaci:

q
(95) min | f(z,v) = Zvifi(xi)
v i=1
p.o.
q
(96) gla,v) = viw; —c<0
i—1
(97) Av<b, v>0, veR?
(98) x; >0, z; € R™

2W przypadku, gdy funkcja Lagrange’a nie jest rézniczkowalna,
gradient mozna zastapi¢ subgradientem.

gdzie v;,7 = 1,...,q sa nieujemnymi skalarami, za$
¢, xi,t = 1,...,q wektorami o wymiarze m. Szczegol-
nym przypadkiem tego typu zadan jest zadanie bilinio-
we, ktore jest niewypukte [1].
W przypadku, gdy zadanie (4)-(7) nie jest ani separowalne,
ani ze zmiennymi czynnikami, ale wypukte wzgledem taczne-
go wektora zmiennych (z, v), mozna takze stosowa¢ ciecia
(92).
Twierdzenie 6 Dla zadar wypuktych wzgledem tacznego
wektora zmiennych (x,v) oszacowanie (92) jest wazne.
Dowdd:
Dla zadan wypuktych, z rézniczkowalnymi funkcjami? mamy
dla ustalonego A = \* oraz wszystkich x i v:

* * * * 8LZ * * * *
Lo, 0,X) > Lo, 0', X+ 000 (0 0, X)) +
LT
(99) 0% (o A (0 — o)

ov

Nierownos$¢ ta bedzie zachowana, gdy obliczymy obustron-
nie minimum wzgledem x:

min L, (z, v, \*) > min {Lo(z*,v*, A+

reX zeX
aLZ * * * * 8LZ * * * *
£ (0" N @ =)+ (@ 0 N (0= | =
LT
= Lo(x", 0", \") + oL, (", 0", A ) (v —v")+
v
T
1 . o * * * %
(100) —&—gél)r(l—ax (", 0", \*)(x — %)

Zauwazmy, ze ostatni sktadnik wyrazenia (100) jest réwny
zero, jako ze punkt x* jest optymalny dla v = v*, A = \*
(nie ma w nim dopuszczalnego kierunku poprawy, czyli o po-
chodnej kierunkowej ujemnej), a zatem nieréwnos$é (92) obo-
wigzuje.

|

Algorytm obliczeniowy
Bedziemy teraz rozwaza¢ przypadek, gdy w punkcie
optymalnym zadania prymalnego x* w wersji zaréwno dla
v* € VNV, czyli (67)-(68), jak i v* € V'\ Vj, czyli (75)-(76),
istnieje wektor mnoznikéw Lagrange’a \*. Zadania te muszg
wiec spetnia¢ pewne warunki regularnosci (o czym ponizej).
Algorytm obliczeniowy oparty na uogdlnionej metodzie
Bendersa moze by¢ sformutowany nastepujgco:
Algorytm GBD
1. Wybierz punkt poczatkowy v° € V; K, = 0, Ky :=
(0, k := 0, przyjmij tolerancje zbieznosci € > 0.
2. Dla ustalonego v = v¥ sprébuj rozwigzaé zadanie pry-
malne (67)-(68).
e Jezeli udato sie k := k + 1, zapamietaj jako z*
i \F uzyskany punkt optymalny oraz wektor opty-
malnych mnoznikéw Lagrange'a, K, := K,U{k}.
Uaktualnij UBD = min{UBD, z(v*)}. Jezeli na-
stgpito polepszenie oszacowania gérnego UBD, to
zapamietaj jako najlepsze dotychczasowe rozwia-
zanie pare (z*,v¥). Jezeli UBD — LBD < ¢ to
STOP.
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e W przeciwnym razie rozwigz zadanie dopuszczal-
nodci (75)-(76)%, k := k + 1, zapamietaj jako z*
i \¥ uzyskany punkt optymalny oraz wektor opty-
malnych mnoznikéw Lagrange’a odpowiadajgcych
ograniczeniom, Ky := Ky U {k}.
3. Rozwiagz zrelaksowane zadanie mastera:
w wersji nieliniowej

(101) vev

p.o.

(102) Lo(a', v, N)<p, 1€K,
(103) Li(z' v, Xy <0,  1eK;

albo zlinearyzowanej

104 i
(104) vréle/I,lu Iz
p.o.

(105)

OLT
Lo(z!, v, A + a—o(acl,vl,)\l)(v —o)y<p, leK,,
v

(106)
T

Uy Oy
Lf(x,vJ\)—i—a (v, A)(v—2") <0, l € Ky
v

Niech (v*, u*) bedzie optymalnym rozwigzaniem po-
wyzszego zadania. Wtedy p* jest dolnym oszacowa-
niem oryginalnego zadania. Niech LBD = p*. Jezeli
UBD — LBD < ¢ to STOP.

4. Skocz do 2.

Zbieznos¢ algorytmu

Zostato udowodnione, ze algorytm GBD zbiega w skonczonej
liczbie krokéw dla dowolnego € > 0, gdy [10]:

1. V jest skonczonym zbiorem dyskretnym oraz spetnio-
ne sa zatozenia Twierdzenia 2 oraz 3 dla przypadku 1
(wtedy zbiezno$¢ zachodzi takze dla € = 0).

2. V jest niepustym, zwartym podzbiorem V;, X jest nie-
pustym zwartym zbiorem wypuktym, funkcje f i g sa wy-
pukte na X dla kazdego ustalonego v € V oraz ciagte
na X x V', zbiér optymalnych mnoznikéw Lagrange’a w
zadaniu (67)-(68) jest niepusty dla wszystkich v € 1},
a ograniczenia spetniajg warunek regularnosci Slatera:
3z e X,veV g(z,v) < 0%

3. V nie jest podzbiorem Vj, funkcja ograniczen g(x, v)
jest separowalna, zbiér X zdefiniowany za pomocag
ograniczen liniowych; pozostate warunki jak w p. 2. [9].

Niezwykle istotne jest zatozenie o istnieniu mnoznikéw La-
grange’a dla wszystkich v € V N V. Niesprawdzenie go
moze prowadzi¢ do btedéw. Rozwazmy nastepujacy przyktad
podany (w kontekscie nieco innego podejscia) przez Gro-

30 ile uzywany solwer sam go nie rozwigzuje napotykajac niedo-
puszczalnosé.

4W przypadku, gdy ograniczenia nieréwnoséciowe wynikajg z za-
stosowania transformacji (9) lub (10) do ograniczen réwnos$ciowych
(8), warunek Slatera bedzie spetniony, gdy sie je zrelaksuje stosujac
metode paska epsilonowego.
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theya i in. [13]°:

(107) min v? — x,
T1,T2,V

p.o.

(108) (x1 —1)* + 25 <Inv

(109) (z1 +1)* + 23 <Inv

(110) v>1

(111) ~10<2; <10,i=1,2

s X2

-1 1 X,

Obszar dopuszczalny

Rys. 1. Przekrdj przez zbior dopuszczalny w zadaniu (107)-(111) dla
v > e.

Dla v* = e bedziemy mieli zadanie:

2

(112) min e — g

T1,%2,V

p.o.

(113) (x1 —1)2+25 <1

(114) (x1+1)2+22<1

(115) -10< 2, <10,7=1,2

Jego rozwigzaniem optymalnym jest jedyny punkt dopusz-
czalny (0,0). katwo sprawdzi¢, ze w tym punkcie mnozniki
Lagrange’ dla ograniczen (113)-(114) nie istnieja, a zatem
wyrazenia (102) i (105) tracg sens. Wynika to z tego, ze w
punkcie tym nie jest spetniony warunek regularnosci Fiacco-
McCormicka, by gradienty ograniczen aktywnych byty linio-
wo niezalezne. Co ciekawe, zadanie pierwotne (107)-(111),
wzgledem tacznego wektora (x,v), jest wypukte i regular-
ne - warunek ten jest spetniony takze w punkcie (z,v) =
(0,0,e).

Algorytm GBD ma do$¢ powazne wady. Najwazniejszg z
nich jest to, ze liczba ograniczen roénie w nim z kazdym wy-
konaniem zadania mastera, powodujac, ze zadanie si¢ kom-
plikuje, a co za tym idzie, maksymalny i $redni, w pewnym
oknie, czas wykonania tego zadania sie wydtuza®. Ponadito,
nie ma gwarancji, ze w kolejnych krokach warto$¢ przyblize-
nia rozwigzania dopuszczalnego UBD maleje. Dlatego warto
zastosowac bardziej wyrafinowane algorytmy.

5Dla kompletnosci sformutowania dodany zostat zbiér X, zdefi-
niowany jako kostka bedaca iloczynem kartezjanskim przedziatéw
[—10, 10] wzdtuz kazdej wspodtrzednej. Nie ma to znaczenia dla wy-
wodu.

6Zawsze mogg sie zdarzy¢ krotkie pojedyncze wykonania zada-
nia mastera, np. jesli kolejny punkt optymalny v* lezy blisko zadane-
go poczatkowego, ale nie jest to rzecz typowa.
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Najbardziej przydatne, a takze najczesciej uzywane
obecnie, sg algorytmy oparte na metodzie ptaszczyzn tna-
cych, zwtaszcza w powigzaniu z metodg punktu wewnetrz-
nego w wersji centralnej [7].

Efektywne algorytmy rozwigzania zadania mastera w
wersji z cieciami liniowymi

Klasyczna metoda ptaszczyzn tnacych (a $cislej odcina-
jacych) Kelley’a [15], do ktdrej sie¢ sprowadza zadanie ma-
stera w wersji z cigciami zlinearyzowanymi, ma szereg wad.
Przede wszystkim jest ona wolno zbiezna. Podawane sg sza-
cunki, ze dla osiggniecia rozwigzania z doktadnoscig € > 0
metoda ta wymaga O( ;) iteracji [12]. Powaznym proble-
mem, wspomnianym wyzej, jest tez w ktérym$ momencie
liczba cigé, powodujgca wydtuzenie obliczen w kolejnych ite-
racjach. Nie ma, niestety, niezawodnych i prostych regut na
usuwanie starych cie¢, nawet tych, ktére sg nieaktywne dla
biezgcego rozwigzania zadania (104)-(106) [23]. Mozna tez
zaobserwowaé pewnego rodzaju niestabilno$¢, polegajaca
na tym, ze kolejny punkt wygenerowany przez algorytm mo-
ze by¢ daleko od poprzedniego, mimo ze poprzedni byt juz
blisko optimum, a nawet w nim [3].

Wady te zostaty w powaznym stopniu usuniete w mody-
fikacjach metody Kelleya [7]. Najpopularniejsze i najbardziej
przydatne z nich to:

1. Metoda wigzki [18], [25], [16].

Polega ona w najprostszej wersji na dodaniu do aprok-

symagcji liniowej wskaznika jakosci w zadaniu mastera

(uzyskanej na podstawie cie¢ optymalnosci) kwadrato-

wego sktadnika proksymalnego, bedacego karg za od-

chylenie od ostatniego istotnego rozwigzania w". Stowo

"istotne" oznacza to, ze przyniosto ono wystarczajgca

poprawe wyjéciowego wskaznika jakosci. Jezeli to nie

miato miejsca, dodawane jest jedynie nowe ciecie.

Zadanie (104)-(106) przyjmie zatem postaé:

. 1 k2

(116) Join i+ 2Bkl\v w”||

p.o.

(117) (") + Vo) (v =o' ) <p, €K,

(118) &)+ VERWH)T(v—dl) <0, 1€ Ky

gdzie
(119)
p(v') = Lo(a', v, Al = f(a!, ") + (\)Tg(a!,0")

oL
! NN
VSO(’U)_ 5‘1)( I 7)‘)
_O0f 0 99, 1
(120) _8v(x’v)+8v(x’v))\

_OLp oy =
_av(xava)‘)_

99 1 1\
122 = —=(x",v)A
(122) G
Zadanie mastera jest zatem kwadratowe, dos¢ tatwe do
rozwigzania za pomocg standardowych solweréw.

Zaletg tej metody jest fatwo$¢ modyfikacji zbioru cie¢
(kandydatami do usuniecia sg te, dla ktérych mnozni-
ki Lagrange’a sa zerowe) i utrzymywania jego licznosci
na niskim poziomie [23]. Szacuje sie, ze dla osiagniecia
rozwigzania z doktadnoscia € > (0 metoda wigzki wyma-
ga O(E%) iteracji [12], co oznacza istotng poprawe efek-
tywnosci w poréwnaniu z klasyczng metoda Kelleya.

. Metoda najwigkszej kuli wpisanej [4]

W metodzie tej korzysta sie z pojecia zbioru lokalizacyj-
nego. Dla danego, najlepszego dotychczas (powiedzmy
do k-tej iteracji zadania mastera witacznie), oszacowa-
nia gérnego optymalnej wartoéci wskaznika jakosci za-
dania wyjéciowego - oznaczmy je jako U BD” - bedzie
to zbior:

(123)
(v,p) € RIxR
I — p < UBD*
Y o)+ V()T (v —) < plekK,
EN + VEWHT(v—ol) < 0,1€ Ky

Zauwazmy, ze przyjmujac u = (v, ) mozna przedsta-
wi¢ ograniczenia opisujace ten zbiér w sposéb nastepu-
jacy:

(124) Au<b

Metoda najwiekszej kuli wpisanej jest jedng z metod
punktu centralnego (z wigkszej rodziny metod punkiu
wewnetrznego), ktére polegajg na tym, ze poszukuje sie
w niej w kolejnych krokach &, zamiast punktu minimali-
zujgcego wskaznik (104), punktu, ktéry wedtug pewnej
miary lezy "w $rodku" zbioru lokalizacyjnego L, (123).
Srodek najwigkszej kuli wpisanej dla zbioru U =
{u € RITt: Ay < b} (zwany takze centrum Cze-
byszewa), gdzie macierz A ma wymiary S x (¢ + 1),
przy S = (K, + K; + 1), wyznacza sie rozwiazujac
zadanie programowania liniowego:

(125) max o
u€Ratl o>0
p.o.
(126) afu+ oo <b;, i=1,...,8

Zaleta tej metody jest, poza liniowym sformutowaniem,
tatwos¢ eliminacji niepotrzebnych (odlegtych) cie¢ na
podstawie zerowych wartosci mnoznikéw Lagrange’a
(nieaktywnych ograniczen (126)), o ile w kolejnych ite-
racjach zadania mastera wartos¢ ¢ zmalata [4]. Metoda
ta potrzebuje O((¢+1) In %) iteracji dla osiggniecia roz-
wigzania optymalnego z doktadnoscia ¢ [12].

. Metoda najmniejszej elipsoidy opisanej [24], [21], [12].

W kazdym kroku otrzymujemy elipsoide
(127)  Ey = {u|(u—uk)TW,;1(u—uk) <1}

Jest ona scharakteryzowana przez dwa parametry: ma-
cierz Wy, i $rodek u*.

Zaktadamy, ze startujemy od elipsoidy E zawierajace;j
$rodek zbioru dopuszczalnego U. Kolejne elipsoidy E,
sa takie, ze F 1 jest elipsoida o najmniejszej objetosci
zawierajaca By, N {u|(ag, u — u*) < 0}, gdzie ay, - k-ty
wiersz macierzy A we wzorze (124). Jest ona zdefinio-
wana jako:

k 1 Wk(lk

nu + 1 ,/afWk,ak

(128) uF = u
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(129)
Wit =

ni 2 Wkak(Isz
2 Wi, — T
n2 —1 ny +1 ap Wgayg

gdzie n,, jest wymiarem wektora v - u nas n,, = q + 1.
Mozna pokaza¢ [12], ze objeto$¢ E; rowna jest obje-
tosci E, razy wspétczynnik (1 — 1/(n,, + 1)?).

Wielkg zaletg tej metody jest brak pamieci cie¢, dzieki
czemu kazda iteracja jest bardzo szybka i nie wyma-
ga uzycia zadnego solwera na poziomie mastera. Wada
jest nieco wolniejsza zbieznos$¢ niz metod przedstawio-
nych powyzej - jej ztozono$¢ wynosi O((g + 1)?In 1)
[12].

Whioski

Metoda Bendersa, mimo ze zaproponowana zostata juz
ponad pét wieku temu, jest wcigz bardzo zywotna. Jest ona
czesto stosowana, zwtaszcza w wersji uogolnionej przez
Geoffriona, do rozwigzywania wielu duzych zadan prak-
tycznych z dziedziny techniki, przede wszystkim zwigza-
nych z wszelkiego rodzaju sieciami, np. telekomunikacyjny-
mi, energetycznymi, gazowymi, transportowymi. Zadania te
charakteryzujg sie mieszanym, dyskretno-ciagtym, charakte-
rem zmiennych decyzyjnych, ktéremu czesto towarzyszy nie-
wypuktos¢ funkcji celu oraz ograniczen. Dla dos¢ szerokiej
klasy zadan tego typu, gdy przy ustalonym jednym podwekto-
rze zmiennych zadanie jest wypukte wzgledem drugiego pod-
wektora i vice-versa (takie sg na przyktad zadania biliniowe),
metoda Bendersa zapewnia zbiezno$¢ w skonczonej liczbie
krokéw do doktadnego rozwigzania. Metoda ta radzi sobie
z niedopuszczalnoscig zadan prymalnych - wzgledem wek-
tora x - dla pewnych wartosci zmiennych komplikujacych v,
rozwigzujgc zadanie dopuszczalnosci, z ktérego otrzymywa-
ne sg nowe ograniczenia - ciecia dopuszczalnosci. W przy-
padku, gdy zadanie prymalne jest dopuszczalne, generowa-
ne jest ciecie optymalnosci, eliminujgce czes¢ zbioru dopusz-
czalnego zmiennych komplikujacych V, dla ktérego wskaznik
jakosci ma gorsze wartosci niz uzyskane dotad.

Wystepuja dwie wersje metody Bendersa: z cigciami nie-
liniowymi albo liniowymi. | jedne, i drugie mozna stosowac,
gdy spetniony jest warunek niezaleznos$ci rozwigzania zada-
nia minimalizacji lagranzianu w zadaniu prymalnym od wek-
tora zmiennych komplikujacych, a takze, gdy lagranzian jest
wypukty wzgledem zmiennych komplikujacych. Cigcia linio-
we mozna stosowac réwniez w zadaniach wypuktych wzgle-
dem tgcznego wektora (x, v).

Metoda z cieciami liniowymi (bedaca w istocie wersjg
metody ptaszczyzn tngcych Kelleya) wydaje sie by¢ bardziej
praktyczna, ze wzgledu na fatwos$¢ rozwigzania zadania ma-
stera, np. stosujac solwery liniowe lub kwadratowe. Ma ona
wiele zalet, zwtaszcza gdy uzywa sie stosunkowo nowych
metod pochodzacych z obszaru optymalizacji nier6zniczko-
walnej:

e wigzki lub najwiekszej kuli wpisanej - tatwo wtedy usu-
nac¢ zbyteczne cigcia,

e najmniejszej elipsoidy opisanej - w ogdle nie ma takiej
potrzeby.
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