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Cyfrowe filtry hiperboliczne, eliptyczne w zastosowaniach
do ukiadéw o parametrach roziozonych

Streszczenie. W pracy uzyto tzw. cyfrowych filtréw funkcyjnych do modelowania linii dfugiej R, L, G, C oraz R, L, -G, —C, wprowadzajgc filtry
hiperboliczne i eliptyczne. W modelu tej pierwszej linii zastosowanie znajduja filtry hiperboliczne, w modelu drugiej eliptyczne. Pojawia sie tez

pojecie filtru tangencjalnego.

Abstract. In the paper the so—called functional digital filters were used for modeling the transmission line R, L, G, C and R, L, —G, —C, by introducing
hyperbolic and elliptic filters. In the first model of line hyperbolic filters were used, in the second — elliptic. The study also introduces a concept of the
tangential filter. (Applications of hyperbolic and elliptic digital filters for systems with distributed parameters)
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Wprowadzenie — przeglad filtrow funkcyjnych

Ostatnio coraz wiekszg role zaczynajg odgrywaé tzw.
Jiltry funkcyjne”, ktérych szczegdlnymi przypadkami sg filtry
catko—pochodne rzedu utamkowego, albo nawet
wymiernego. Do filtréw funkcyjnych zaliczajg sie tez
cyfrowe filtry typu wyktadniczego, hiperbolicznego czy
kotowego. Tego typu filtry cyfrowe dobrze nadajg sie do
opisu uktadéw o parametrach roztozonych, co jest
zilustrowane w niniejszym artykule na przykfadzie
elektrycznej linii dtugie;.

Cyfrowy filtr przyczynowy A,
rzeczywisto—liczbowym  ciggiem  tzw.

utozsamiany z
odpowiednika

impulsowego {A1 }:;0 albo z funkcja:

M  A@)=) A", zeC,
n=0

o0

dziata na sygnat X utozsamiany z ciggiem {Xn}

n=-ow

wedtug prawa liniowego splotu:

@ (A, =D AXpn.
m=0
przy czym zachodzi:

1d"A@®)
n! dz"

3) A =

z=0

Jezeli natomiast f(Z) jest funkcjg zmiennej zespolonej, to
przyczynowy filtr ~ f(A) nazywany bedzie
funkcyjnym [3]. Jest on utozsamiany z ciggiem:

@ {(f (A))n};.

wtedy obowigzuje:

®  (F(A)(2)=1(A2)=3(1(A),".

n=0

filtrem

oraz:

238

z=0

Filtr funkcyjny dziata na sygnat X wedtug prawa:

@ (F(A)X), =2 (F(A)), %

m=0

Spetnione s3 tez warunki poczatkowe:

(F(A),=T(A)
T -alS)

Formuta (6) w zastosowaniu do wyznaczania
wspotczynnikdw wagowych filirow funkcyjnych nie jest
wygodna. Ma ona zastosowanie do stosunkowo prostych
filtrow cyfrowych jakimi sg na przykiad filtry rézniczkujgco—

catkujgce rzedu —1<p<1, (a— Z)p , wowczas
zastosowanie formuty (6) daje uzyteczny wynik [4]:
rm—-1-p

) ((a—z)p)n —afa™" [[——

gdzie: @ — ,zero—biegun” zespolony.
Dla filtréw funkcyjnych bardziej ztozonych, a takimi sg
na przyktad filtry e”, chA, shA, cosA, SinA,

stosowanie formuty bezposredniej (6) nie jest skuteczne.
Lepsze rezultaty daje formuta uwiktana [3]:

o (1(8), =3 %A (S

noaan dA ). .,
ktéra dla pewnych szczegolnych funkcji f(A) moze
przejs¢ w formute rekurencyjng i tak dla funkcji:

wyktadniczych (€"), hiperbolicznych (ChA, ShA) i

eliptycznych (COSA, SINA), ktére sg idempotentami dla
operacji rézniczkowania, formuta ta uzyskuje postac:
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(11)

)= A, ,

m=1
chA 0 1|l m chA
_shAl B [1 0};? An LhAlm ’

cosA 0 -1 Zn:mAn COSA
(SsinA] |1 0o sinA]
Jak wspomniano, formuty (11) + (13) wynikajg z faktu
idempotentnosci i cyklicznej (krzyzowej) idempotentnosci
tych funkcji wzgledem operaciji rézniczkowania:
de?
_:eA
dA

d [chA] [0 1][chA
dA[shA| |1 0] shA|

d | CosA B 0 -1|| cosA
dA|sinA| |1 0 |sinA |

diugich R, L, G,

(12)

(13)

oraz:

Modele cyfrowe linii
hiperboliczne
Réwnania rézniczkowe o czgstkowych pochodnych linii

R, L, G, C majg posta¢ wyjsciowa:

C - filtry

—@':RHLQ
a2 ZL,
-9 _Guic?

X a

gdzie: U(X,t), i()'(,'[) — przestrzenno—czasowe rozktady

napiecia i prgdu wzdiuz linii, X — bezwzgledna zmienna
przestrzenna (odlegto$é), T — zmienna czasowa.

Dokonujgc modelowania cyfrowego z odstepem
pobierania probek czasowych 7 otrzymuje sie operatorowy
ukfad réownan rézniczkowych:

—d—L,J:E(a—z)i
e |
= (b=
dx z'( Z)u
gdzie: g—>l(1—z), a=1+BT, b=1+Ez',
ot L C

Z - zespolona zmienna opéznieniowa.
Uktad réwnan (15) w jednostkach wzglednych przyjmie
postac:

—ﬁzp(a—z)i

(16) d?x ,
o Y (p—

dx p(b-z)u
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i e X ] , \F
gdzie: X=—, W =—F—, p=,[—.
T JLC

Macierzowa forma zapisu ukfadu réwnan
nastepujgca:

(17) _EF}AZ
dx| i

(18>- A(z):{pl(g_z) P(Z—Z)}

jest macierzg ztozong z operatorow rozniczkujagcych (filtrow

(16) jest

cyfrowych realizujgcych numerycznie operacje
rézniczkowania).
Rozwigzaniem ukfadu réwnan (17) w postaci

macierzowej jest:

o (L]

Macierzowa funkcja wykiadnicza od zadanej macierzy A
wyraza sie catkowym wzorem Cauchy’ego:

1 e
(200 €7 =—— dAa,
27 CSpAM—A
gdzie: | — macierz jednostkowa, CSPA - kontur

obejmujgcy widmo macierzy A .
Samo widmo jest zbiorem ztozonym z dwdch operatoréw:

1) SpA:{/lz|/”tI ~Al=2-A :0} ={A-A},

gdzie:

— operacja wzigcia wyznacznika macierzy,

(22) A(Z):\j(a_z)(b_z) (_){A1}n:0,1,2,m
jest operatorem bedgcym sekwencjg dwodch filtrow

cyfrowych rozniczkujgcych rzedu Y2 [4], [8]. Jest to tzw.
operator propagacji.

Realizacja wzoru Cauchy’'ego bedzie miata posta¢
nastepujaca [4]:

1 P a—z7z
e‘x‘\:% D=2 lgm
p71 b_Z 1
a—Zz
(23) -
1 : B ?
+5 G eXA
_p_l b—Z 1
| a—z
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Pojawia sie funkcyjny ztozony filtr cyfrowy eiXA, ktérego
wagi wyznaczane sg ze wzoru rekurencyjnego (11), ktory
tym razem ma realizacje:

), =574

ma1 N
gdzie: (EXA)O :eXA“.

(24)

Macierzowy, tancuchowy, funkcyjny filtr cyfrowy linii diugiej
R, L, G, C mozna tez przedstawi¢ w formie:

05 et = chxA  ZshxA
Z7'shxA chxA |

We wzorze (25) wystepuja:
— funkcyjne filtry hiperboliczne:

1 N
cthEE(eXA+e ),

1 _
sthEE(eXA—e XA)

ich wagi czasowe otrzymywane sg z formuty rekurencyjnej
(12) przyjmujgcej tym razem postac:
[cth}
—Mm

chxA n
26 —
@ L, 1 oS

— funkcyjne filtry pierwiastkowe: zdefiniowany wzorem (22)
filtr propagacji A(Z) oraz filtr impedancii falowe;:

a—Zz
Z(Z):p E

Filtry pierwiastkowe sg sekwencjami filtréw rézniczkujacych

(27)

1 1
rzedu V: (a — Z)A [ (b — Z)A oraz filtru catkujacego

_1
(b - Z) % [8]. Oznaczajac te filtry symbolami:

— pierwiastkowy a —filtr r6zniczkujgcy:

(28) D(z) =(a—z)y2 ,
— pierwiastkowy b —filtr catkujgcy:

1°(2)=(b-2) "2,

przy zastosowaniu rozwiniecia czasowego (9) otrzymuje sie
ich wagi:

(29)

@o) Df= %Dna’n

@1 P =b%lnb‘”.

Ciggi {Dn }:O:o ’ { In }::0

— rézniczkujgcego rzedu Yz:

D(z)=(1-2)",

sg wagami filtrow:
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— catkujgcego rzedu ¥%:

1(2)=(1-2)".

Wagi te okreslone sg wzorami (9), ktére w tym szczegdinym
przypadku majg postac:

32) D, =—ll§§ M , gdzie D, =1,
2468 2n
135 7 2n 1
(33) |, =————+——, gdzie |,=1.
246 8 2n
Splotowe sekwengje filtrow D?, D® oraz D?, 1° dajg
filtry A i Z:
A =+aba"a,
(34) ,
Z,= p\/E a'p,
b
gdzie:
0
m=0 b
(35)
ES
m=0
Modele cyfrowe linii R, L, -G, —C — filtry eliptyczne
Zamieniajgc w rownaniach (14) linit G — -G,

c->-C, G,C>0,

tancuchowemu, funkcyjnemu filtrowi cyfrowemu A(Z)

gdzie macierzowemu,

nadaje sie postac:

36) A(Z):[_p—lz)b_z) p(z_z)}

Ma to wptyw na widmo A\, ktére jest teraz zbiorem:
SpA:{jA;—jA} ,gdzie j=+-1,

a realizacja wzoru Cauchy’ego (20) dla funkcji operatora
A ma postaé:

(37)

p(a—Z)}e_,-xA_

e = ! A
2jAl-p'(b-2) jA

—iA — _
8) RS pla-2)| n_
2jA|-p'(b-2) -]A
B COSXA  —ZSinxA
| Z7'SinkA  cosxA

Tym razem w macierzowym—tancuchowym filtrze cyfrowym
(38) wystepuija filtry eliptyczne:
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COSXA = 2(e‘XA e‘jXA),

L)

2)

Ich wagi czasowe otrzymuje sie z formuty rekurencyjnej
(-krzyzowej”) (13):

COSXA 0 -1I|&m COSXA
39 =X — :
)LinxAl L 0 }; n A LinxAl_m

W podsumowaniu, stosujgc oznaczenia skrocone dla
funkcyjnych filtréw cyfrowych hiperbolicznych i eliptycznych:

B |

formutom rekurencyjnym do wyznaczania wag tych filtréw

nadaje sie forme:
_C_h
(40) =X }Z— { } ,
m=t N n-m
|: j|n m
przy warunkach poczgtkowych:
- —h
c [chxﬁﬂ {CT {cosxA)}
oraz =| . .
1S, | ShxA S|, [ SINXA,

Przy takiej notacji macierzowe, funkcyjne, fancuchowe filtry

SinxA=

(41) ¢ =x }Z—

mln

cyfrowe et hiperboliczne i eliptyczne bedg miaty postac:

" zZ" ¢ —Zs
(42) ,
Z7s" " ||z ¢

Warto zauwazy¢, ze macierze (42) sg unitarne, tj. majg
jednostkowy operatorowy wyznacznik ‘eXA‘Zl, natomiast

filtry cyfrowe — macierze odwrotne, tj. operatory e

uzyskujg postac:

" —Z" ¢ Zst

@ -Z7's" ¢ 77 ¢
Filtry tangencjalne
Filtr:
4 S
44) sc'===tg
C

nazwany bedzie filtrem tangencjalnym, czyli krotko
.fangensem” (uzycie kreski utamkowe] jest uzasadnione
faktem komutatywnosci mnozenia splotowego). Oznacza to,
ze:

(45) tg ch mSm _an—m m

m=0 m=0

b fitr odwrotny, tj. spetniajgcy warunek splotowy:
n 1 dan=0
-1
(46) ConCin = :
; 10 dla nz0

Relacja (46) tatwo przechodzi w formute rekurencyjng do

gdzie: C

0

wyznaczania ciggu {(C_]) } :
NJn=0

)= L e ),..

o m=1

przy warunku poczgtkowym:

-1y -1
(C )o - (CO) :
Rozréznialne s3 tu filtry funkcyjne:

gh
tg“ =— —tangens hiperboliczny,

e S .
tg" =— —tangens eliptyczny,
C

a takze filtr zwany kotangensem (hiperbolicznym badz
eliptycznym):

c -1

Przykladami zastosowan cyfrowych filtréw tangencjalnych
mogg by¢ modele cyfrowe impedancji wejsciowych linii. Dla
linii opisanych macierzowymi, fancuchowymi, funkcyjnymi
filtrami cyfrowymi (42) operator impedancji wejsciowe;j linii

S C . . o]
obcigzonej odbiornikiem o operatorze impedancyjnym Z
okreslony jest utamkiem splotowym:

Z°%+7s Z°+Zty
Z7%+c 7 'Z%tg+1
Znak + lub — we wzorze (47) wystepuje w zaleznosci od

tego czy rozwazana jest linia hiperboliczna (R, L, G, C) czy
eliptyczna (R, L, -G, -C).

Z°tg+Z

ZWE
~717° +ctg

(47)

Whioski

W artykule pokazano zastosowanie pewnych typow
cyfrowych filtréw funkcyjnych do modelowania ukfadéw o
parametrach roztozonych w dziedzinie czasu. Tymi filtrami
sg tzw. filtry hiperboliczne i eliptyczne. Sg one znamienne
tym, ze ich pochodne funkcjonalne spetniajg warunek
cyklicznej idempotentnosci, dzieki czemu ich czasowe wagi
(odpowiedzi impulsowe) mozna wyznaczaé za pomocag
formut rekurencyjnych.

Uktady o parametrach roztozonych zilustrowano na
przyktadzie dwoch rodzajéw linii - elektrycznych, tj. linii
hiperbolicznej i linii eliptycznej. Linia hiperboliczna o
dodatnich parametrach R, L, G, C opisana jest za pomocg
hiperbolicznych filtrow cyfrowych ChA, ShA, gdzie A
jest sekwencjg dwodch cyfrowych filtréw rézniczkujgcych
rzedu 2 o rzeczywistych zerach. Natomiast w opisie linii

eliptycznej biorg udziat filtry funkcyjne eliptyczne COSA,
SINA. Pokazano, ze przejscie z linii hiperbolicznej do
eliptycznej odbywa sie przez zmiane znaku dwdch
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parametrow, mianowicie G, C. O ile linia hiperboliczna jest
modelem obiektu fizykalnego, to linia eliptyczna
przedstawia raczej model obiektu matematycznego,
fikcyjnego z fizykalnego punktu widzenia. Warto tez
zaznaczy¢, ze nazwy filtry hiperboliczne i eliptyczne
pochodzg stad, ze spetniajg one odpowiednio warunki:

— hiperboli: (c“)2 —(sh )2 =1,

2 2

— elipsy: (Ce) +(Se) =1.

Trzeba tez zwréci¢ uwage na podobienstwa i réznice w
formutach rekurencyjnych (40) i (41) dla wag czasowych
filtréw hiperbolicznych i eliptycznych. O relacji miedzy tymi
formutami decyduje ,macierz rotacyjna”:

0 =+l
1 0

W pracy uzyto tez sekwencji splotowej jednego z filtrow:
hiperbolicznego bgdz eliptycznego z inwersjg drugiego,
tworzagc w ten sposdb wzajemnie odwrotne filtry
tangencjalne hiperboliczne lub eliptyczne. Stuzg one do
modelowania cyfrowego operatoréow impedancji
wejsciowych linii.
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