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Roéwnania elektropiezosprezystosci tarczowego silnika

piezoelektrycznego

Streszczenie. W pracy przedstawiono rozszerzone réwnania elektropiezosprezystosci odniesione do silnikéw piezoelektrycznych. Wyprowadzono
réwnania pola sprezystego i elektrycznego oraz zwigzki konstytutywne dla silnika piezoelektrycznego o konstrukcji tarczowej. Szczegdlne réwnania
sformutowano dla przypadku najprostszej struktury materiatu piezoelektrycznego stosowanego w tych silnikach.

Abstract. In the paper the electropiezoelasticity equations of piezoelectric motors are presented. Elastic and electric coupled fields equations and
constitutive relations for disc piezoelectric motor are formulated. Peculiar form of equations in case of simplest piezoelectric material structure
applied in these motors are defined.(Electropiezoelasticity equations of disc piezoelectric motor)

Stowa kluczowe: réwnania polowe i konstytutywne elektropiezosprezystosci, tarczowy silnik piezoelektryczny.
Keywords: electropiezoelastic fields and constitutive equations, electropiezoelasticity, disc piezoelectric motor.

Wstep

Pomimo stuletniej wiedzy o fizycznym efekcie
piezoelektrycznym i skonstruowaniu pierwszego silnika
piezoelektrycznego przed ponad pieédziesieciu laty, jest
faktem charakterystycznym rozwoju techniki, ze dopiero od
¢wieréwiecza nastgpit intensywny rozwd6j maszyn
piezoelektrycznych.
Podstawowg trudnoscig teorii tych maszyn sg silnie
sprzezone réwnania sprezystosci i elektrycznosci przez
zwigzki konstytutywne rowniez sprzezone. Trudnosci
technologiczne i konstrukcyjne tych maszyn byly (s3)
rébwniez zwigzane z parametrami  konstytutywnymi
materiatéw piezoelektrycznych. Nalezy jednak podkreslic,

ze rozwoj konstrukcji silnikbw piezoelektrycznych, w
ostatnich latach i stopien ich miniaturyzacji jest
nadzwyczajny.

Efekt piezoelektryczny zostat odkryty przez braci P. i J.
Curie pod koniec dziewietnastego wieku, natomiast teoria
piezoelektrycznosci, obejmujgca sprzezenie pola
odksztalcen z polem elekirycznym, zostata sformutowana
przez Voigta [9], a nastepnie rozwinieta i uogdlniona przez
A.R. Toupina i D.R. Mindlina [10, 4]. Na wyréznienie w tym
miejscu zastugujg prace, z dziedziny szeroko rozumianych
pol sprzezonych, polskich uczonych S. Kaliskiego i W.
Nowackiego. Zwiehczeniem tych badan jest monografia
prof. W. Nowackiego [6].

Do waznych  monografi z  dziedziny  silnikow
piezoelektrycznych mozna zaliczy¢ prace [1, 2, 3]. Nalezy
odnotowaé, ze prawdopodobnie pierwszy patent dotyczacy
silnika piezoelektrycznego byt zgtoszony w potowie
ubiegtego wieku [9].

Sprzezenie pola elektrycznego i sprezystego nastepuje w
pewnego rodzaju materiatach (krysztatach), cechujgcych
sie polaryzacja elektryczng, wskutek oddziatywan

> —
mechanicznych (sprezystych) ¢ = E na pole elektryczne i
odwrotnie materiat piezoelektryczny zmienia swojg postac

Ed Ed
pod wptywem zewnetrznego pola elektrycznego E = ¢ ;

> O o

(e ,0,E oznaczajg odpowiednio: tensor odksztatcen,
tensor naprezen i wektor natezenia pola elektrycznego).
Istotng trudnoscig w budowie silnikow piezoelektrycznych
sg problemy konstrukcyjne i technologiczne, ktére sg
skutecznie pokonywane. Swiadczy o tym réznorodno$é
konstrukcji i stosowanych materiatdw oraz nadmieniona
wysoka skala miniaturyzacji tych silnikéw [2, 3, 7, 11].

Pomimo iz od pierwszego sformutowania teorii
piezoelektrycznosci przez Voigta [12] uptyneto sto lat i
nastgpito dalsze jej rozwiniecie w pracach R.A. Toupina i
R.D. Mindlina [13, 14] oraz w pracach W. Nowackiego [15],
obejmujgcych  szeroko  rozumiang  dziedzing  pdl
sprzezonych, to przystosowanie teorii i zwigzkéw
konstytutywnych do opisu dziatania silnikow piezo-
elektrycznych jest bardzo skromne (Apendix w pracy [2]).

Opis dziatania silnikéw piezoelektrycznych jest
formutowany dwutorowo, jak zazwyczaj postepuje sie w
opisach dziatania maszyn elektrycznych, a wiec na
podstawie zaleznosci polowych i w oparciu o uproszczone
metody obwodowe. Nalezy zauwazy¢, ze opis obwodowy
jest znacznie rozwiniety. Jednakze brak jest spojnego
przejscia z opisu polowego do obwodowego. Nalezy
podkresli¢, ze opis polowy jest oczywiscie podstawowy.

W pracy podjeto probe polowego ujecia opisu dziatania
silnikow piezoelektrycznych na podstawie ogolnego
sformalizowanego opisu rozwazanych zagadnien.
Sformutowane w pracy zaleznosci odniesiono do silnika o
ruchu obrotowym i konstrukcji tarczowe;.

Podstawowe rownania elektropiezosprezystosci

Z uwagi na dominacje pola elektrycznego w
oddziatywaniach elastopiezoelektrycznych, réwnania pola
elektromagnetycznego  ograniczono  do  zaleznosci
obejmujacych tylko te wielkos¢.
Zestaw réwnan pola elektromagnetycznego i pola
sprezystosci w zapisie wskaznikowym z notacjg tensorowa,
stosowang powszechnie w teorii sprezystosci [14, 15], ma
postac:
— réwnania elektrycznosci

; oB
(1) eijk Ek,] :_Bi ) (<:>I’OtE :_E)
) Dk =Pq: (< divD=p)
(3) Jik +bq:0

gdzie: By — sktadowe wektora indukcji magnetycznej, Ex—
sktadowe wektora natezenia pola elektrycznego, Dx —
sktadowe wektora indukgcji elektrycznej, Jx  — sktadowe
wektor gestosci pradu. p; — gestos¢ fadunku, ek -
symbol permutacyjny Ricciego.

— réwnania elastokinetyki
(4) Oii;t f. = p,U;
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oraz

(5) Sij :O'S(Ui,j +uj,i)

gdzie: o;— skladowe tensora naprezen, ux — skladowe
wektora przemieszczen, g;— skladowe tensora odksztatcen,
fi— skladowe wektora sit objetosciowych, p, — gestosé
osrodka, 0; — sktadowe wektora przyspieszenia;

— pierwszy wskaznik w indeksie naprezen tensorowych
oznacza wspotrzedng normalnej do  powierzchni
oddziatujgcego naprezenia, a drugi wskaznik wspotrzedng
naprezenia;

— przecinek przy dolnych wskaznikach oznacza
rézniczkowanie po wspoitrzednej przestrzennej, a po
wskaznikach powtarzajgcych sie dokonuje sie sumowania.

Nalezy zaznazy¢, ze zapis wskaznikowy (D;;) réwnan
ma te dogodnos$¢ nad zapisem konwencjonalnym (div D),
ze ujawnia zasady rachunku okreslonego operatora na
wielkosci fizycznej. Trzeba w tym miejscu zaznaczyé¢, ze
rébwnanie (1) ma tylko znaczenie formalne, jako
podstawowe rownie Maxwella, lecz nie jest wykorzystywane
w dalszych rozwazaniach, poniewaz w tych silnikach
gtéwng determinantg przemian elektropiezosprezystych jest
potencjat elektryczny wyznaczajacy natezenie i indukcje
pola elektrycznego.

Gtoéwng trudnoscig w analizie oddziatywan
elastopiezoelektrycznych, jak we wszystkich zagadnieniach
technicznych pdl fizycznych, sg zwigzki konstytutywne
definiujgce rozwazane osrodki (Srodowiska) i jednoczesnie
w tym zagadnieniu sprzegajgce efekty mechaniczne z
elektrycznymi.

Zwigzki konstytutywne majg postaé:

(6) Gij = Ciju € — €ij Ex

(7) Di =eyen +BiEx

gdzie: Cjx— tensor sztywnosci, egj— tensor piezoelektryczny,
Bik— tensor przenikalnosci dielektryczne;j.

Tensor sztywnosci Cjxy o walencji 4 zawiera 21
sktadowych  przy  uwzglednieniu  symetrii;  tensor
piezoelektryczny eyx; o walencji 3, ma 18 skladowych przy
symetrii  wzgledem dwu wskaznikbw kI, tensor
przenikalnosci dielekirycznej Bk o walencji 3, jest
symetryczny o 6 sktadowych.

Zalezno$¢ (6) jest rozszerzonym zwigzkiem Hooke'a w
ukfadzie rownan sprezystosci o sktadnik ex; Ex, ujmujgcy
oddziatywania piezoelektryczne na stan naprezen. W
zaleznosci (7) stanowigcej zwigzek materiatowy indukcji
elektrycznej z natezeniem pola elektrycznego przez tensor
przenikalnosci dielektrycznej Bk, dotgczony jest sktadnik

zawierajgcy tensor odksztatcenia €, i materiatowy tensor

piezoelektryczny ex;. Elementem charakterystycznym tych
zwigzkow jest identycznos$é miana fizycznego parametru
konstytutywnego ey; z wielkoscig pola fizycznego Dy —
indukcjg elektryczna.

Uktad rownan (2 — 7) uzupetnia sie warunkami brzegowymi.
W czesci powierzchni mogg by¢ zadane przemieszczenia, a
w czesci naprezenia:

(8) U (€, ) =U(b)
) P =0 0N;E)

gdzie: :f oznacza wspotrzedng wyréznionej powierzchni
brzegowej w przyjetym uktadzie wspotrzednych < ¢ ¢, ¢, >
(zwigzanym ze stojanem) parametryzujgcym przetwornik.

W zagadnieniach opisu silnikéw piezoelektrycznych o
ruchu obrotowym stosuje sie warunek brzegowy
naprezeniowy (9), okreslajagcy docisk rotora do
piezoelektrycznego twornika — stojana.

Odnoszac wspotrzedne przestrzenne < &, ¢, { > do ukfadu
cylindrycznego, przyjmuje sie oznaczenia <r, ¢, z>.

Dla pola elektrycznego warunki brzegowe mogag by¢
zadane w reprezentacji potencjatu elektrycznego V lub
wektora natezenia pola elektrycznego E, ktéry okres$la sie
gradientem tego potencjatu

(10) (E=-grad V)

W silnikach piezoelektrycznych o ruchu obrotowym:
cylindrycznych, tarczowych i o toczgcym sie wirniku pole
elektryczne  twornika, wytwarzajgce  oddziatywania
piezoelektryczne, moze by¢ polem o jednej skitadowej: <
E>, < Ey >, < E;> lub polem dwuskfadowym: < E;, Ey>, <
E,E»><Ey, E; >
Ograniczajgc rozwazania do osrodka materialnego typu
piezoelektrycznego i pomijajgc sity objetoSciowe oraz
przyjmujac  niewystepowanie tadunkéw elektrycznych,
réwnania (2, 4) redukujg sie do zestawu réwnan stanu
sprezystego i elektrycznego:

Oiij = Pl
(11) Di,i :O

natomiast zwigzki konstytutywne (6, 7) pozostajg bez
zmian.

Uwzgledniajac zwigzek konstytutywny dla indukcji
elektrycznej i natezenia pola elektrycznego, oraz wyrazajgc
pole elektryczne przez potencjal, oraz wykorzystujgc
naprezeniowy zwigzek konstytutywny piezosprezystosci i
zastepujgc tensor odksztatcen przez przemieszczenia,
réwnania piezoelektrycznosci majg postac:

E=-V,;

Cijkl Ui +ekijv,kji = pU,

(12) €U — BV =0

Ostatecznie mozna uzna¢, ze opis dziatania silnika
piezoelektrycznego o dowolnej kinetyce i formie
strukturalnej (nawet o ruchu zlozonym) ujmujg réwnania
(11), stanowigce cztery réwnia dos¢ silnie sprzezone. Z
uwagi na charakterystyczne sprzezenie zwigzkéw
konstytutywnych i generowanie w ustrojach piezoelektrykéw
naprezen o wymuszeniu elektrycznym i wzbudzenie indukcji
elektrycznej wskutek odksztatcen osrodka
piezoelektrycznego mozna wydzieli¢ odpowiednie skfadniki
naprezen i indukcji elektrycznej. Tak wigc naprezenia od
wymuszenia elektrycznego mozna zapisa¢ w postaci:

(13) Gi(je) = =€ E,

a indukcje elektryczng od oddziatywania naprezeniowego w
postaci:

(14) D™ =g, g,

I

w zakonczeniu ogolnego opisu elektro-
piezoelastodynamiki przetwornikow elektromechanicznych
nalezy zauwazy¢, iz z uwagi na postep w dziedzinie
materiatéw piezoelektrycznych o) wilasnosciach
ferroelektrycznych  oraz  osobliwych  piezoelekirykéw
organicznych, bedzie miato znaczenie wprowadzenie
oddziatywan (sit) okreslonych rowniez tensorem Maxwella,
wyznaczonym wielkosciami elektrycznymi. Kwestie te autor
zasygnalizowat w pracy [10]. Nalezy w tym miejscu
nadmieni¢, ze w wigkszosci prac dotyczgcych silnikow
piezoelektrycznych (ultrasonicznych) nie sag explicite
wypisywane ogolne réwnania pol.
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Model i podstawowe réwnania elektro-
piezonaprezeniowe silnika tarczowego

Jednym z typowych silnikdw piezoelektrycznych jest
silnik o strukturze tarczowej. Podstawowymi elementami s3:
stojan ztozony z zespotu piezoelektrycznych elektrod pod
kolektorowym pierscieniem jarzma stojana oraz wirnik,
ztozony z pierscienia deformacyjno-kontaktowego i jarzmo
wirnika (rys. 1). Krysztaly piezoelekiryczne dla takiej
konstrukcji silnika mogg by¢ spolaryzowane w ogélnym
przypadku uktadem dwu zestawow elekirod generujgcych
pole elektryczne o dwu skfadowych - tangencjalnej i
aksjalnej E, , E; Efekt o tak zorientowanych sktadowych
pola elektrycznego wywotuje fale podtuzng i poprzeczng
deformac;ji. w takiej strukturze podstawowymi
oddziatywaniami (sitami) bedg naprezenia brzegowe o
sktadowej tangencjalnej i aksjalnej:

pgD = cswngD + Gz@nz

(15)

p, = G(pZn(p +0,N,

Rys. 1. Szkic a) modelowy i b) poglagdowy silnika

piezoelektrycznego tarczowego: 1- pierscien deformacyjny,
2- struktura piezoelektryczna

Nalezy podkresli¢, ze w silniku tarczowym oddziatywaniem
podstawowym, w efekcie momentu
elektropiezoelastycznego, jest naprezenie tangencjalne p
N m To, R,
T.=—] [ [p,r’drdodt

To o Ry

(16)

gdzie: m— liczba segmentow elektrod silnika, — okres
czestosci zmian w czasie przebiegu fali sprezystej, <aq
a»>— rozmiar obwodowy strefy potencjatowej elektrod, Ry,
R, — promien wewnetrzny i zewnetrzny tarczy wirnika.

Pole naprezen obejmuje, wiec skiadowe tensora

naprezen o,,,0,,,0,, W Obszarze kontaktu stojana i

sktadowe wektora normalnego w punkcie

902
wirnika ( ng, nz —
kontaktu).

Pole przemieszczen zawiera sktadowe U ,U, , ktorym

od-powiadajg nastepujgce odksztatcenia 8¢¢ = uM 5

£, =0.5(U,,+U,,),&, =U,, przez kiore z kolei

okreslone sg naprezenia i skladowe indukgcji elektryczne;:

2,2

(17)

S99 = Coopo Eoo T Coozz €22 + Copgr €20 = €ogoEg ~ €200 F2
Sro = Corp Eop + Cozzz €22 + Crgr Bz ~ €z By ~ €22 Es
Cn = C(p(pZZ €p0 + szzz €t C(pZ(pZ Eor ~ e(pZZ E(p —€u Ez

Dy €809 TEorgtro +BoEy
(18)
Dz =€,85 TerrpErg +PB,E,

Syntetyczny zapis rownan z uwzglednieniem symetrii
tensoroéw fizycznych i konstytutywnych

Ze wzgledu na symetrie funkcji elastokinetycznych
(naprezen i odksztatcen) oraz symetrie, podtug niektorych
wskaznikow, parametrow konstytutywnych: sprezystosci,
piezoelektrycznosci i przenikalnosci elektrycznej, mozna
uprosci¢ notacje zespalajgc w jedno oznaczenie pary
indeksow, wzgledem, ktérych rozpatrywany tensor jest
symetryczny. Zmniejszajg sie jednoczesnie liczby statych
materiatowych w zwigzkach konstytutywnych (6, 7) i réwnia
przyjmujg forme syntetyczna.

Dla naprezen i odksztatceh przyjmuje sie odpowiednie
oznaczenia,
tn (-)Gij dn (—)Sij
d, = (Figp "= AH=]

gij n= 4,5,6;| # )

Dla parametréw  konstytutywnych
oznaczenia: Cijk/ <> Cik, Cikl <> Cim, ﬁij Ad ﬁj/
Z zastosowanej notacji do zapisu naprezen i odksztatcen
wynika, ze wielkosci te z indeksem o numeracji n=1, 2, 3
oznaczajg wielkosci gtéwne - normalne, a z indeksem o
numeracji n=4, 5, 6 sg wielkosciami stycznymi. A zatem :

(19)

wprowadza  sie

t, =0y, 1, =0,,t, =0y,

t, =0, =0;,t, =0,

dy=¢,,d, =2y, dy =¢;,

d, =2ey, d; =2¢,, d; =2¢,

Réwnania stanu sprezystego i elektrycznego majg postac:

G+l +is3=pp Ul

(22) toi+to+l3=py U2
G5+ttt 3 =pp U3
(23) Dl,l + D2’2 + D3’3 = 0

Roéwnania dla silnika tarczowego w tej notacji majg postac:
G, +t5 =04,
t,+t,=pnl;

Dz,2 + D3j3 =0

(24)

(25)

Uwzgledniajgc zaleznosci na tensory naprezen (w
zwigzkach konstytutywnych) i na odksztalcenia oraz
wyrazajgc wielkosci elektryczne przez potencjat, mozna
rébwnania elektropiezonaprezeniowe, w reprezentacji
przemieszczen i potencjatu elektrycznego, zapisa¢ w
postaci
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CorUs o + Ciy Uy 3y g (Up 5 +U3 5 ) +C U o+

2.2k
(27) +CyyU e T 0 (uzysk* U )+
€ Pk — & V73k* —€y V,Qk* —€5y V,3k* =Pm Uy
€5 Uy g + €55 Us 5y +8 (Upzy + Uz 5y ) +835 Uy 55 +
(28) + 853Uy 33+ 834 (Uy 53 +Us p3) +

+B, Vi +B;V,33=0
gdzie: k=2, 3, a k=3 dla k=2, k = 2 dla k=3.

Sformutowane réwnania dla silnika tarczowego majg
najogolniejszg  postaé  przy  dwuskatdowym  polu
elektrycznym E, , E; i mozna te rownania przystosowac¢ do
innej struktury silnika obrotowego i innej formy pola
elektrycznego.

Roéwnania silnika piezoelektrycznego dla najprostszej
struktury piezomateriatow

W prezentowanym przyktadzie state materialowe sg
odniesione do struktury krystalicznej piezokrysztatéw, ktéra
zapewnia realizacje wskazanych naprezen.

Najszerszy zbidr parametréw materiatowych sprezystych i
piezoelektrycznych cechuje ukiad krystaliczny jednoskosny
z ptaszczyzng symetrii & 1 & —

{Ca2, €23, C33, Caa; €22, €32, €23, €33, €24, €34}

Drugi pod wzgledem liczebnosci jest uktad trygonalny z
trojkrotng osig réwnolegta do osi &3; - {C22, Co3, C33, Cas; €22,
€32, €33, €24 }.

Uktad heksagonalny z szesciokrotng osig rownolegta do
osi & cechuje sie parametrami - {C22, C23, C33, Casa; €32, €33,
624}.

Najprostszym pod wzgledem piezoelektrycznym jest ustréj
krystaliczny heksagonalny o dwukrotnej osi rownolegtej do
0si &2 - {C22, €23, €33, Caa; €22}.

Dla najprostszej struktury materiatowej os$rodka
piezoelektrycznego rownania elektropiezoelastyczne w

zapisie wektorowym i cylindrycznym ukfadzie
wspoirzednych majg postac:
o o’u, 3 o%u, 1 0%y,
__+ —_— _—
22 opr M et Pt o’
1 azuz 1 oV B -
44 r—@—ezz r—Qa—(Pg =Pm U,
1 8°u o’u
(Cz3 + C44)?$6ZZ 33 azzzz
(29) R R
1 o°u, 1 oV .
+C44r_2 6([)2 _622r_28(p2 =PmlU,

2
1 0y, LoV _

e +
22 r2 a(PZ B(P r2 a(PZ

0

Tak wigc opis silnika piezoelektrycznego tarczowego w
najprostszym  przypadku; jednosktadowej  indukgciji
elektrycznej, jednej sktadowej tensora piezoelektrycznego i
dwuskfadowym polu przemieszczen okreslony jest trzema
rébwnaniami rézniczkowymi sprzezonymi przez wszystkie
funkcje pola.
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