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Zastosowanie metody wielokrokowej Geara oraz metody
niejawnej Rungego-Kutty do badania dynamiki obwodu
zawierajgcego cewke nieliniowg

Streszczenie. Praca dotyczy zastosowania metody wielokrokowej Geara oraz wybranych metod niejawnych IRK do rozwigzania uktadu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych, opisujgcych obwéd zawierajgcy cewke nieliniowg. Zostanie przedstawiony model takiej cewki oraz jej opis za pomocg
wybranych zmiennych stanu. Zostanie réwniez przedstawiony program do badania dynamiki cewki opracowany w jezyku C#, w ktérym
zaimplementowano metody niejawne RK: RADAU IIA, Gaussa-Legendre'a, Lobatto Ill C oraz metody wielokrokowe.

Abstract. The work concerns the application of the multistep Gear and selected IRK implicit methods to solve the system of ordinary differential
equations describing a circuit containing non-linear coil. In this paper - model of the coil and its description with the use of selected state variables
will also be presented. This paper will also show application for dynamics examination of the circuit written in C#, in which the following implicit RK
methods were implemented: Radau IIA, Gauss-Legendre, Lobatto Il C and the multistep method. (Implementation of multistep Gear and implicit

Runge-Kutty methods for dynamics examination of a circuit containing non-linear coil)

Stowa kluczowe: cewka nieliniowa, metody numeryczne, metody wielokrokowe, réwnania rézniczkowe zwyczajne.
Keywords: non-linear coil, numerical methods, multistep methods, ordinary differential equations.

Wstep

Przewaznie do badania dynamiki uktadow
elektrycznych, w ktérych wystepujg réwnania sztywne
stosuje sie metody wielokrokowe Geara [1]. Coraz czesciej
okazuje sie ze, pomimo wiekszego kosztu numerycznego
obliczen, réwniez metody niejawne catkowania
numerycznego Rungego-Kutty niewiele odbiegajg od
wspomnianych metod Geara. Ponadto charakteryzujg sie
wysokimi rzedami oraz wiekszg stabilnoscig. Sposréd wielu
znanych metod niejawnych Rungego-Kutty w pracy
zaprezentowano jedng metode RADAU IIA rzedu od 3-11.
Na przyktadzie uktadu obwodu elektrycznego
zawierajgcego cewke z rdzeniem ferromagnetycznym
wykonano szereg testéw umozliwiajgcych analize btedow
estymacji tych algorytméw dla réwnan sztywnych [2]
zadanych za pomocg funkcji wektorowe;j:

dX(t
axe) _ |:[

dt
gdzie: X(to)=Xo - wektor warunkéw poczatkowych, X(t) - N-

wymiarowy wektor w chwili ¢, F[X(t),t] - funkcja wektorowa
zmiennej wektorowej X(t) i parametru t.

Metody wielokrokowe
rézniczkowych zwyczajnych
Metoda wielokrokowa Geara ma postac:

X(t),t], X(ty) =X,

rozwigzywania réwnan

k
(2) Xn+1 = zaixn—HI + b()hF(Xn+1'tn+1)
i=1

gdzie wspotczynniki a; (i=1,2,..., k) oraz by sg rozwigzaniem
ponizszego ukfadu réwnan:

k
(3) Ya, =1
i=1
k

(4) S (=it 1) a;+jby =1
i=1

W algorytmie Geara jedyng nieznang wielkoscig w
rownaniu (2) jest X, ,; co mozna zapisa¢ w postaci:

F(Xn+1) = Xn+1 _bOhF(X’1+]’t’I+I) -

5 k
© - zaixn—i+/ =0
i=1
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Do rozwigzania réwnania nieliniowego ze wzgledu na
Xn+1 Mozna zastosowac iteracje prosta, jak dla algorytmu
Adamsa-Multona. Jak wykazat Gear [1,3], metoda iteracji
prostej nie jest wilasciwym czionem korekcyjnym do
wyprowadzenia sztywno-stabilnych algorytméw i za czion
korekcyjny przyjat metode Newtona.

W programie komputerowym zastosowanym do badania
dynamiki cewki nieliniowej do konstrukcji algorytmu Geara
zastosowano macierz Nordsiecka [4-5], wygodne] ze
wzgledu na dobdr kroku catkowania i rzedu metody.

Metoda Niejawna Rungego-Kutty
Metody niejawne typu Runge-Kuta [6] majg ogdlnie
postac:

mn .
(6) Xigr =X+ > w,KY

j=1
gdzie w; - state, wektory Kj(i) WYynoszg:

. mn .
@) KA](V’)=hiF{Xi+ZaﬂK,(’),ti+cjhi dla j=1,....m
I=1

Dla kroku catkowania #; =t,;,; —t; oraz:

m
= Zajl
j=1

Znajomos¢é macierzy odwrotnej Vandermonde'a pozwala
zgodnie z teorig metod niejawnych Rungego-Kutty oraz

(8)

zgodnie z  warunkiem uproszczonym B(m) wyznaczyé¢
wspotczynniki - w; tablicy Butchera. Wspotczynniki te
wynoszg:

m
(9) w; = Zvik—, i=12,..m

-1k
gdzie: Vic- elementy macierzy Vandermonde'a

wspotczynnikow c.
Wykazuje sie, ze dla m-etapowej metody Radau IIA osigga
sie rzad metody 2m-1. Tabela wspoétczynnikéw Butchera [6]
dla metody niejawnej ma postac:

w przypadku metod niejawnych wektory
wspotczynnikdw  tworzg  nieliniowy  ukfad  réwnan
algebraicznych.  Przy rozwigzywaniu uktadu N réwnan
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rézniczkowych wektory te majg N sktadowych wiec dla
metody m etapowej otrzymujemy ukiad Nm réwnan
nieliniowych. Fakt rozwigzywania w kazdym kroku
catkowania uktadu réwnahn nieliniowych  oznacza
stosunkowo duzy koszt obliczeh numerycznych.

Tabela 1. Tablica Butchera dla metody niejawnej

C1 an a2 aim1 a1im
C2 ax az azm-1 aom
C3 asq asz asm-1 asm
Cm am am2 Am.m-1 Amm
w' Wy Wy W1 Wi

Do rozwigzywania ukfadu réwnahn (1) zastosowano
metode Newtona [7-9]. Rozwigzywanie w procesie
iteracyjnym Newtona ukfadu réwnan liniowych niewatpliwie
spowalnia proces catkowania w metodach niejawnych
Rungego-Kutty. Spowolnienie obliczen staje sie znaczgce
im wiekszy jest uktad réwnan rézniczkowych. W praktyce
modelowania dynamiki réznych uktadéw czesto bywa tak,
ze im wiekszy uktad réwnan rézniczkowych tym rzadsza
jest macierz Jacobiego .](F)(X,t) prawej strony réwnania (1),
tj. funkcji F[X(t),t]. Zeby wiec nie spowodowaé wzrostu
kosztéw obliczen w tego typu przypadkach stosuje sie w
praktyce techniki macierzy rzadkich [10].

Badanie Obwodu z cewka nieliniowa

Indukcyjnos¢ cewki z rdzeniem ferromagnetycznym
zalezna jest od nieliniowego pradu ptyngcego w cewce. Z
tego powodu obwod zawierajgcy takg cewke nie spetnia
zasady superpozyciji.

Rys. 1. Stanowisko laboratoryjne do badania cewki nieliniowe;j

Obwdd z cewka nieliniowg przebadano w stanowisku
laboratoryjnym wyposazonym w aparature umozliwiajaca
pomiary pradu i napiecia oraz histerezy magnetycznej w
zaleznosci od rezystancji w uktadzie catkujgcym, szczeliny
powietrznej. Stanowisko pokazano na rysunku 1, schemat
obwodowy cewki pokazano na rysunku 2.

i(t) g, (t) ) u, () i) . ®
s
Rey Ly . e
ul(t) Rre f L(i)

iy (1)

Rys. 2. Schemat obwodu z cewka nieliniowag

Ree- zastepcza rezystancja rownowaznego obwodu dla strat w
zelazie, Rc, - rezystancja cewki, L. L, - indukcyjnosci cewek, U -
amplituda napiecia zasilajgcego obwdd u(t)=Unsin(wt+¢), ¢ - faza
poczatkowa napiecia, o - pulsacja w=2xf

Oprocz wyzej wymienionych parametrow, zadana jest
charakterystyka obwodu magnetycznego cewki w postaci
funkciji:

B(H)=a,ach(a,H)
H(B)= Lsh (Ej

3 @

(10)

gdzie: B - indukcja magnetyczna, H - natezenie pola
magnetycznego.

State a; a, mozna estymowac¢ majgc co najmniej dwa
punkty charakterystyki magnesowania {B; H} (i=1,2,...). W
tym celu bierze sie pod uwage uktad réwnan nieliniowych:

(11) Fi(a;,a,) =B, —ajach(a,H;)=0 (i=12,.,N,)

Jezeli Np=2, otrzymuije sig uktad dwoch réwnan nieliniowych
ze wzgledu na ay, az, ktéry mozna rozwigzaé np. metodag
Newtona. Jezeli N,>2 otrzymuje sie uktad nieliniowy
nadokreslony, dla ktérego mozna otrzymacé
pseudorozwigzanie wybrang metodg minimalizacji normy
wektora [F1(ay, a2), ...,Fnp(@1, @2)].

Jako zmienne stanu przyjmuje sie prad magnesowania i(f) i
strumien magnetyczny cewki ¢(t).

t (1
xm:{"f”}{’“}
x(1) ] [P0
Srednig indukcje magnetyczng B w rdzeniu cewki mozna

wyrazi¢ poprzez zmienng stanu ¢(t).

g ?
SFe

gdzie: Sre - przekroj poprzeczny obwodu magnetycznego.
Zgodnie z charakterystykg magnesowania (10) przyjmuje
sie ze srednie natezenie pola magnetycznego w rdzeniu

cewki wynosi:
H-Hl -2
SFe

Na mocy prawa przeptywu obwodu magnetycznego cewki:

H(—¢ ]lavFe =wi, =6
SFe
l

wre - Srednia dtugo$¢ obwodu magnetycznego, w - liczba
zwojéw cewki

(12)

(13)

(14)

(15)

Na mocy drugiego prawa Kirchhoff'a:

dp. (1

(16) u(t):RCui(t)+w7

gdzie
(17) ¢.(t) = L,i(1) +¢(1)
jest catkowitym strumieniem magnetycznym cewki bedacy
sumg strumienia giéwnego () oraz strumienia
rozproszenia ¢(t)=L;(t). Po podstawieniu wzoru (11) do
réwnania (10) otrzymuje sie:

. di(t) do(t)
18 u(t)=Rqjit)+L, ——+w——=
( ) () Cu () r dt dt
Na mocy pierwszego prawa Kirchhoff'a i prawa przeptywu
(16) otrzymuije sie:

(19) iFe(t) = l(t) _ih (t) = l(t) - ! H(%Jlavl?e

w Fe

Zgodnie ze schematem cewki (rys. 2) i Il prawem
Kirchhoff'a:

do(t .
(20) a0 =02 Ry )

Podstawiajgc réwnanie (20) do réwnania (18) otrzymuje sie:
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)= Re()+ 1, 4 R 1)

Podstawiajgc wzor (19) na prad ire(f) do réwnan (20) i (21)
otrzymuije sie :

(21)

e(t)— Re,ift) -
dit) _ 1

dt Z RFe|:i(t) - iH(%jlavFe}
w

(22)

Fe

dpt) _Rp|. 1 (1)
—=—"%it)-—H| —|
dt W () W SFe avFe
Przyjmujac oznaczenie wektora stanu (12) roéwnania
rézniczkowe (22) mozna zapisa¢ w postaci:
b e(t) = Re,x ()~
X, (t
— = 1 %0
dt L, |Rp|x;)——H ===
(23) r Fe{ 1() w (SFe JavFe}
de(t) =h x](t)_iH XZ(t) lavFe
dt w w o\ Sk
Do badania dynamiki nieliniowej cewki opracowano

program w jezyku C#, ktory wykorzystuje autorskg
biblioteke numeryczng do rozwigzywania ukfadéw réwnan
rézniczkowych. Biblioteka zawiera miedzy innymi metody
catkowania numerycznego jak metody jawne, péljawne,
niejawne jak RADAU IIA, Gaussa-Legendre’a [11] i Lobatto
IlIC a takze metody wielokrokowe. Strone czotowa aplikaciji
pokazano na rysunku 3.

b penp—

Rys. 3. Interfejs uzytkownika program do badania dynamiki cewki
nieliniowej

Rys. 4. Charakterystyka pradu magnesujgcego oraz napiecia po
uptywie 1,14 s

Program w pierwszej kolejnosci wymaga wprowadzenia
parametrow obwodu z cewkg nieliniowg, parametréw Zrodta
zasilania oraz charakterystyki magnesowania cewki.
Pozniej nalezy dokona¢ wyboru metody rozwigzania
réwnania rézniczkowego obwodu dla wybranych zmiennych
stanu a takze okresli¢ rzad metody i precyzje obliczen.

Na rysunku 4 pokazano wyniki obliczen dla badanego
obwodu z cewkg nieliniowg po czasie 1,14 s. Widaé
histereze magnetyczng (wykres indukcji magnetycznej w
funkcji natezenia pola magnetycznego) oraz wyzsze
harmoniczne i przebiegi czasowe podstawowych wielkosci
jak pradu magnesujgcego czy napiecia zasilajacego. Mozna
réwniez odczytaC czas obliczen czy liczbe iteracji dla
wybranej metody przy zadanej doktadnosci obliczen.

Podsumowanie

Wyniki obliczen i symulacji pokazujg ze, ze wzrostem
rezystancji cewki problem rozwigzywania réwnan
rézniczkowych staje sie coraz to bardziej sztywny.

Tabela 2. Poréwnanie ilosci iteracji oraz czaséw obliczen dla
metody niejawnej RADAU IIA i wielokrokowej Gear'a

Metoda catkowania numerycznego
RedQ] RADAU lIA wielokrokowa Geara
Niteracji tmax[ms] Niteracji tmax[ms]
100 499 354 19543 1240
200 491 236 106708 6460
500 501 234 75291 4354
1000 496 224 133893 8068
2000 500 239 62082 3685

Metoda niejawna RADAU IIA 5-cio czy 6-etapowa
realizuje catkowanie z takg samg iloscig iteracji czyli okoto
500 z podobnym czasem catkowania wynoszgcym okoto
230 ms. Metoda wielokrokowa Geara 6 rzedu, aby
zachowac¢ narzucong doktadnos$é 1e” obliczen dla réznych
wartosci rezystancji obcigzenia, zwigeksza ilos¢ krokéw
catkowania co moze sygnalizowa¢ utrate stabilnosci
rozwigzania.
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