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Obliczanie wspoétczynnikéw pojemnosciowych ukiadu ciat
przewodzacych lteracyjng Metodg Rozwigzan Fundamentalnych

Streszczenie. W pracy zaprezentowano procedure obliczania wspétczynnikbw pojemnosciowych tréjwymiarowych uktadéw elektrostatycznych,
opartg na idei lteracyjnej Metody Rozwigzan Fundamentalnych. Procedura ta pozwala na bezpo$rednie wyznaczanie tadunkéw zgromadzonych na
powierzchniach ciat przewodzgcych bez konieczno$ci obliczania rozktadu pola elektrycznego. UmoZliwia ona takze ustalenie zgdanej doktadnosci
rozwigzania. W przeprowadzonym te$cie numerycznym stwierdzono bardzo dobrg zbiezno$¢ i efektywno$¢ metody.

Abstract. A procedure for calculating the capacitive coefficients of three-dimensional electrostatic systems, based on the idea of the lterative
Method of Fundamental Solutions is presented in the paper. This procedure allows direct determination of charges on the surfaces of conductive
bodies without the need to calculate the distribution of the electric field. It also allows you to determine the desired accuracy of the solution.

The numerical test performed showed very good convergence and efficiency of the method. (Calculation of the capacitive factors of the

conducting bodies by the lterative Method of Fundamental Solutions).

Stowa kluczowe: iteracyjna metoda rozwigzan fundamentalnych, elektrostatyka, rownanie Laplace’a, wspotczynniki pojemnosciowe
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Wstep
Uklady elektrostatyczne zawierajagce N ciat przewo-

dzacych w osrodku liniowym (& = const) charakteryzowane
sg macierzg wspotczynnikdw pojemnosciowych [C]
zdefiniowanej zalezno$cia:

(1) [clV]=[Q]

gdzie [V], [Q] sg macierzami kolumnowymi potencjatéw ciat
przewodzacych i tadunkéw na nich zgromadzonych
(odpowiednio). Na podstawie macierzy [C] mozna tatwo
okresli¢ pojemnosci zastepcze ukladu, co pozwala go
modelowaé obwodem z elementami skupionymi [1, 2].
Stosowana zwykle procedura wyznaczenia elementéw
macierzy [C] wymaga na ogdt N-krotnego powtérzenia
nastepujgcych krokéw:

* rozwigzanie rownania Laplace’a dla potencjatu

elektrostatycznego przy warunkach brzegowych

) o =1 @[ =0, n=m, mn=1.N
gdzie S, - powierzchnia ciata
przewodzgcego uktadu,

e wyznaczenie sktadowych natezenia pola elektrycznego
E (rézniczkowanie potencjatu),

e okreslenie rozktadu gestosci powierzchniowej tadunku o
(o= ¢ E,) na ciatach przewodzacych,

e obliczanie catek powierzchniowych z funkcji o w celu
wyznaczenia tadunkéw catkowitych zgromadzonych na
powierzchniach przewodzacych,

e obliczanie wspotczynnikow macierzy [C] (na podstawie
(1))

Alternatywng drogg moze by¢ tez obliczanie catkowitej
energii pola (po wyznaczeniu jego rozktadu), co jednak
wymaga obliczania catek objetosciowych po calym
rozwazanym obszarze.

Z przedstawionego opisu wynika, ze w przypadku
trojwymiarowych zagadnien wielu ciat procedura ta moze
by¢ czasochtonna.

W  pracy zaproponowano nhumeryczng procedure
pozwalajacg wyznacza¢ wspétczynniki pojemnosciowe w
sposéb znacznie prostszy i bardziej efektywny, nie
wymagajacy nawet obliczania rozktadu pola elektrycznego.
Jej dodatkowg zaletg jest tatwos¢ oceny i kontrola btedu

brzegowa n-tego
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rozwigzania. Proponowana procedura opiera sie na idei
Iteracyjnej Metody Rozwigzan Fundamentalnych (IMRF) [3,
4, 5].

Sformutowanie zagadnienia

Rozwazany ukiad skifada sie z N ciat przewodzacych
zanurzonych w jednorodnym, izotropowym dielektryku o
statej przenikalnosci elektrycznej ¢ Zaklada sie, ze w
uktadzie nie ptyng prady i pole jest statyczne. Przy takich
zatozeniach pole moze by¢é opisywane potencjatem
skalarnym ¢ (E =-grad ¢), spetniajgcym w obszarze
dielektrycznym réwnanie Laplace’a:

3) Ap =0

oraz warunki brzegowe Dirichleta na powierzchniach ciat
przewodzacych:

(4) ‘”|sn =V,, n=1,..,N

Mozna wykazac [2, 6], ze w opisanym uktadzie wartosSci
tadunkéw  zgromadzonych na powierzchniach ciat
przewodzacych stanowig liniowg kombinacje potencjatéw
Vi

N
(5) Qm = zcm,nvn
n=1
Wielkosci Cmpn nazywane wspotczynnikami

pojemnosciowymi zalezg tylko od ksztattu i usytuowania ciat
przewodzacych oraz od przenikalnosci elektryczne;j.
Nietrudno wykaza¢, ze Cnpn = Chm, czyli macierz [C] jest
symetryczna [2, 6].

W rozwazanym zagadnieniu wielko$ci Cy, sg wielko$ciami
poszukiwanymi.

Opis metody
Zagadnienie wyznaczania wspotczynnikow
pojemnosciowych mozna sprowadzi¢ do obliczania

tadunkéw na ciatach przewodzgcych uktadu przy N réznie

okreslonych warunkach brzegowych dla potencjalu ¢.
Przyjmujac je tak jak w (2) nietrudno zauwazy¢, ze (por.
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(6) Cm,n = Qm

Proponowana procedura obliczania tadunkéw Q,, opiera
sie na idei IMRF [3, 4, 5]. Ma ona charakter iteracyjny. W k-
tym kroku iteracji wybierane jest po L, roznych punktéw
Fim,i

i = 1,.,Ln) we wnetrzu kazdego z obszarow
przewodzacych. Wyboér tych punktéw jest w zasadzie
dowolny (np. moze mie¢ charakter losowy), jednak od niego
moze zalezeé szybko$¢ zbieznosci metody. Na podstawie
testow numerycznych zaleca sie, zeby punkty te nie bylty
umieszczane zbyt blisko siebie i brzegéow analizowanego
obszaru.

Kazdemu z punktéw ryn; przyporzadkowuje sie
parametr rzeczywisty Oym;i, ktéry moze by¢ intepretowany
jako  wartos¢  fikcyjnego  tadunku  elektrycznego,
znajdujgcego sie w tym punkcie. Ladunki te nazywane bedg
dalej zrédtami fikcyjnymi.

Przyblizony rozktad potencjatu przedstawiany jest w
postaci sumy potencjatu obliczonego w poprzednim kroku
iteracji oraz pochodzgcego od zrddet fikcyjnych wybranych
w kroku biezgcym:

L,

iz"”: Ok, m,i

B
m=li=1 |r - r'k,m,i|

- - 1 -
7) ¢k(r):¢k71(r)+4n£ Po(r)=0

Niezaleznie od wyboru potozen zrddet fikcyjnych, funkcja
(7) spetnia doktadnie réwnanie (3) w obszarze
dielektrycznym (jako kombinacja liniowa rozwigzan
réwnania Laplace’a) i jest w nim wszedzie ograniczona (jej
punkty osobliwe Iy, ; lezg poza obszarem dielektrycznym).
Przyblizone spetnienie warunkéw brzegowych (2)
uzyskuje sie przez odpowiednie okreslenie wartosci zrédet
fikeyjnych  Qgmi. W tym celu wprowadza sie miare
doktadnosci spetnienia tych warunkéw. Lokalne odchylenia
rozwigzania przyblizonego od doktadnego na
powierzchniach obszaréw przewodzgcych opisujg funkcje:

(8) gk,m(r) = @(r) _Vm , Ie Sm

Jako miare doktadnosci catego rozwigzania przyjmuje sie
ich sumaryczng, $redniokwadratowg norme, nazywang
dalej bfedem brzegowym:

N
9) §k = \/ZSL“glg,m dSm

m=1%m Sm

Warunek jego minimalizacji (9 /00y i = 0) prowadzi, na

drodze standardowej procedury najlepszej aproksymaciji [7],
do ukfadu réwnan liniowych:

N Ly
ZZak,m,n,i,;qk,m,i =By nj

m=li=1

(10)

ktérego wspotczynniki wyrazajg sie wzorami:

N
A mnij = ij|r_ ds,
Sy

- rk,m,i”r - rk,n,j|

(11)

1
N
(12)

Po numerycznym obliczeniu tych wspotczynnikow i

rozwigzaniu uktadu (10) (np. metodg eliminacji Gaussa)
otrzymuije sie zbior wartosci zrodet fikcyjnych Oy i, ktére po

podstawieniu do  (7)

poszukiwanego rozwigzania.
W kazdym kroku iteracji obliczane sg lokalne odchylenia
brzegowe rozwigzania (8) oraz btgd brzegowy (9), co
pozwala kontrolowa¢ szybkos¢ zbieznosci obliczen. Mozna
wykazaé, ze cigg btedéw brzegowych uzyskiwanych w
kolejnych krokach iteracji jest ciggiem nierosngcym, co
zapewnia zbiezno$¢ metody (w sensie stabym) [3]. Po

dajg  kolejne  przyblizenie

osiggnieciu  zadanej  doktadnosci  (np.  zatozonej
maksymalnej wartosci odchylenia lokalnego Ilub btedu
brzegowego) proces iteracyjny zostaje zatrzymany.

Obliczone w ten sposob wartosci tadunkow fikcyjnych, po
podstawieniu do (7), pozwalaja wyznaczy¢ rozktad
potencjalu w dowolnym punkcie, jak tez natezenia pola
elektrycznego (po analitycznym zrézniczkowaniu (7)). Na
podstawie zasady maksimum obowigzujacej dla dowolnego
rozwigzania rownania Laplace’a mozna wykazaé, ze
odchylenie rozwigzania przyblizonego od doktadnego nie
moze przekracza¢ odchylenia maksymalnego na brzegu, co
pozwala na gérne oszacowanie btedu catego rozwigzania.

W celu obliczenia fadunkéw zgromadzonych na ciatach
przewodzacych (i stad wspoétczynnikdéw pojemnosciowych
uktadu), znajomos$c¢ rozkiadu pola nie jest jednak konieczna.
Wystarczy zauwazy¢, ze jezeli uzyskane na opisanej
drodze rozwigzanie jest dobrym przyblizeniem rozwigzania
doktadnego, to strumien pola elekirycznego emitowany
przez fadunki fikcyjne znajdujgce sie we wnetrzu danego
obszaru przewodzgcego jest dobrym przyblizeniem
strumienia emitowanego przez fadunki rzeczywiste
zgromadzone na ich powierzchniach. Zgodnie z prawem
Gaussa oznacza to, ze sumaryczna wartos¢ tadunkow
fikcyjnych znajdujgcych sie¢ we wnetrzu tego obszaru jest w
przyblizeniu réwna sumarycznej wartosci Qp fadunkow
rzeczywistych na nich zgromadzonych:

K Ly
Qm ~ quk,m,i

k=li=1

(13)

skad, zgodnie z (6), mozna bezposrednio okresli¢
wspotczynniki pojemnosciowe.

Test numeryczny

Na podstawie opisanej procedury utworzono w jezyku
FORTRANY77 program numeryczny realizujgcy obliczenia
wspotczynnikdw pojemnosciowych dla dowolnie zadanej
liczby N ciat przewodzgcych o ksztalcie kulistym, ktorych
rozmieszczenie w przestrzeni tez moze byé dowolnie
zadane. Realizuje on kolejno obliczenia dla N odrebnych
zagadnien  brzegowych opisanych  warunkami (2),
wyznaczajgc w kazdym z nich po N wspétczynnikéw
pojemnosciowych (wspoétczynniki pozadiagonalne Cpp i Com
sg wyznaczane niezaleznie). Potozenia zrédet fikcyjnych
wybierane sg losowo z wczesniej utworzonej bazy punktow.
Ich liczbe L, uwzgledniang w kazdym kroku iteracyjnym
(por. (7)) uzytkownik moze zada¢ dowolnie. Poza
parametrami geometrycznymi uzytkownik zadaje tez
Z7gdang doktadno$¢ obliczen (btedu brzegowego 6 i

maksymalnego odchylenia lokalnego &..x), PO Osiggnieciu
ktérej program przerywa dziatanie. Niezaleznie mozna tez
zada¢ maksymalny czas przebiegu programu i maksymalng
liczbe iteracji. Wspdtczynniki pojemnosciowe wyznaczane
sg w kazdym kroku iteracji, co pozwala dodatkowo ocenié¢
zbieznos¢ metody i doktadnos¢ obliczen.

W celu zbadania efektywnosci opisanej metody
wykonano serie testow numerycznych, z ktérych jeden
zaprezentowano ponizej. Dotyczy on uktadu trzech ciat
przewodzacych o ksztatcie kulistym rozmieszczonych, jak
na rysunku 1,
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Rys. 1. Analizowany uktad

Przyjeto nastepujgce wartosci parametrow
geometrycznych: R;=R,=R;= 10 mm, d; =25 mm,

d, = 30 mm. Zgdang doktadno$¢ ustalono na 5= 0,5 %.
Obliczenia przeprowadzono dla réznie zadanych warto$ci
Ly 1,5, 10, 20, 30.

Zaprezentowane dalej rezultaty otrzymano za pomocg
komputera z procesorem Intel® Core™ i7-3770 CPU @
3.50GHz 3.90 GHz, RAM 32 GB.

Wykresy na rysunkach 2, 3 przedstawiajg otrzymane
zaleznosci btedu brzegowego ¢'i maksymalnego odchylenia
lokalnego &n.x Uzyskiwanych w kolejnych krokach iteracji
(kolejne punkty odpowiadajg kolejnym iteracjom) w funkcji
rzeczywistego czasu przebiegu programu.
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Rys.2. Ciggi btedéw brzegowych w kolejnych krokach iteracyjnych
w funkcji czasu rzeczywistego dla réznie zadanych liczb L, (por.

()i (9))
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Rys.3. Ciagi odchylen maksymalnych w kolejnych krokach
iteracyjnych w funkcji czasu rzeczywistego dla réznie zadanych

liczb L, (por. (7) i (8)).
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Na kazdym z wykresow na rysunku 2 mozna zauwazy¢
moment  osiggania  wymaganej dokladnosci  dla
rozwigzywanego zagadnienia brzegowego (6 = 0,5 %), po
ktorym nastepuje przejscie do rozwigzywania kolejnego
zagadnienia (zmiana warunkéw brzegowych).
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Rys. 4 Wspotczynniki pojemnosciowe w kolejnych krokach iteracji
przy L, = 10, dla warunkéw brzegowych a) V, =1, V, =0,
V3:0; b)VIZO,sz 1,V3:O;C)V1:O,V2:0,V3:1

Jak nalezato sie spodziewaé, ze wzrostem liczby L,
nastepuje poprawa zbieznosci procedury. Nalezy jednak
zwréci¢ uwage, ze ze wzrostem L, silnie ro$nie czas
obliczen pojedynczego kroku iteracji i z tego powodu
przyjecie zbyt duzej jej wartosci moze niepotrzebnie
wydtuzaé catkowity czas obliczen. W opisywanym tescie
najkrotszy czas obliczen (ok. 12 s) uzyskano przyjmujac

Ly = 30. W tym przypadku wymagana doktadnos$¢ dla
kazdego z trzech rozwigzywanych zagadnien brzegowych
uzyskiwana jest juz w pierwszym kroku iteraciji.

Wykresy na rysunkach 4a, 4b, 4c przedstawiajg
obliczane wspodfczynniki pojemnosciowe w  kolejnych
krokach iteracji przy L, = 10, dla warunkéw brzegowych a)
Vi=1,V,=0,

V3=O;b)V1=0,V2=1,V3=O;C)V1=0,V2=O,V3=1

Jak wida¢, juz po kilku pierwszych iteracjach, wartosci
wspotczynnikow pojemnosciowych w  kolejnych krokach
zmieniajg sie bardzo nieznacznie.
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Poréwnanie ich wartosci w ostatnich kilku krokach
iteracji wskazuje, ze réznice miedzy nimi pojawiajg sie
zwykle na czwartym miejscu po przecinku (Tabela 1).

Tabela 1. Wspotczynniki pojemnosciowe obliczone w pieciu
ostatnich iteracjach L, = 10 (K — catkowita liczba krokéw iteracji;
por. Rys. 4a, 4b, 4c)

Rys. 4a Cyy Ci2 Ci3
K-4 1,522850 -0,535028 -0,368155
K-3 1,523286 -0,535620 -0,368040
K-2 1,522985 -0,535461 -0,367931
K-1 1,523501 -0,535497 -0,368339
K 1,523181 -0,535580 -0,368067

Rys. 4b Cyy Cy» Cx3
K-4 -0,536942 1,439408 -0,202078
K-3 -0,537051 1,439591 -0,202090
K-2 -0,536893 1,439430 -0,202081
K-1 -0,536955 1,439409 -0,202034
K -0,536876 1,439414 -0,202099

Rys. 4c Cs1 Cs32 Cs33
K-4 -0,367875 -0,202208 1,315419
K-3 -0,367893 -0,202161 1,315388
K-2 -0,367993 -0,202154 1,315502
K-1 -0,367986 -0,202135 1,315416
K -0,367916 -0,202145 1,315333

Nalezy tez zwr6ci¢ uwage na podobnie niewielkie
réznice miedzy niezaleznie obliczanymi wspoétczynnikami
pozadiagonalnymi Cyn, i Chm. Fakty te potwierdzajg
poprawnos$¢ obliczen i wskazujg na bardzo dobrg zbieznos¢
opisanej procedury.

W celu bardziej precyzyjnego oszacowania btedu
obliczonych tu wspotczynnikow pojemnosciowych
dokonano dodatkowych obliczen przy zatozonym btedzie
brzegowym 6 = 0,02 % i L, = 100 (czas obliczen ok. 50
min).

Maksymalne odchylenie lokalne wyniosto &pn.x = 0,16%,
wyniki te mozna wiec uzna¢ za bardzo doktadne. W
rezultacie otrzymano nastepujaca macierz wspotczynnikow
pojemnosciowych:

1,524275 -0,536558 -0,368398
(14)  [C]=]-0,536560 1,4394507 -0.202301
-0,368399 -0,202301 1,316344

Wzgledne rdznice miedzy tymi  wynikami, a

zaprezentowanymi w tabeli 1. nie przekraczajg 0,2 %.

PRZEGLAD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 94 NR 12/2018

Poniewaz roéznice te sg wyraznie mniejsze od btedu
brzegowego opisanych wczesniej rozwigzan (6 = 0,5 %),
mozna uznaé, ze btad ten stanowi réwniez wiarygodne,
odgoérne oszacowanie doktadnosci obliczanych
wspotczynnikow pojemnosciowych opisang metoda.

Podsumowanie
W  pracy zaprezentowano  procedure  obliczania
wspotczynnikow pojemnosciowych tréjwymiarowych
uktadoéw elektrostatycznych, opartg na idei Iteracyjnej
Metody Rozwigzan Fundamentalnych. Procedura ta
pozwala na bezposrednie wyznaczanie tadunkéw
zgromadzonych na powierzchniach ciat przewodzgcych

(i stad wspotczynnikdw pojemnosciowych), tj. bez
koniecznosci obliczania rozktadu pola elektrycznego i
catkowania funkcji gestosci tadunku. Ponadto umozliwia
ona ustalenie zadanej doktadnosci rozwigzania, po
osiggnieciu ktérej proces iteracyjny zostaje zatrzymany.
W przeprowadzonym tescie numerycznym, dotyczacym
uktadu trzech kul przewodzacych, zanurzonych w osrodku
dielektrycznym, stwierdzono bardzo dobrg zbieznos$¢ i
efektywnos¢ metody. Tempo jej zbieznosci zalezy w
gldwnej mierze od liczby L, zrédet fikcyjnych
uwzglednianych w kazdym kroku iteracyjnym.
Przy zadanej doktadnosci 0,5 % i odpowiednio dobranej
liczbie L, (ok. 30) -calkowity czas obliczen dla
analizowanego uktadu moze wynosi¢ kilkanascie sekund.
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