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Wptyw kwantowania wspoétczynnikéw na dziatanie filtru Gaussa
dla realizacji bezposredniej i ortogonalnej (rotatory Givensa)

Streszczenie. W artykule przedstawiono dwie realizacje filtru Gaussa 1D. Pierwsza oparta jest na bezposredniej implementacji splotu, druga bazuje
na filtrze ortogonalnym realizowanym za pomoca rotatoréw Givensa. Obie realizacje zostat przeanalizowane pod katem wrazliwo$ci na kwantowanie
wspofczynnikéw dla 8-, 16- i 24-bitowych rejestréw. Wyznaczono i poréwnano btedy $redniokwadratowe charakterystyki amplitudowej oraz bfedy dla
odpowiedzi systemu na pobudzenie losowym szumem i deltg Kroneckera.

Abstract. In the paper, two realizations of 1D Gauss filter are presented. The first realization is based on direct structure with convolution, in the
second orthogonal filter with use Givens rotations is realized. Both systems are analyzed of sensitivity on coefficient quantization for 8-, 16- and 24-
bits length of register. Also determined mean squared errors for amplitude characteristics, impulse responses and responses on noise excitation..

(Coefficient quantization effect for Gauss filter for direct and orthogonal (Givens rotations) realization).

Stowa kluczowe: filtr Gaussa, splot, filtr ortogonalny, rotator Givensa, kwantowanie wspotczynnikow.
Keywords: Gauss filter, convolution, orthogonal filter, Givens rotation, coefficients quantization.

Wstep

Powszechnie spotykane sg rézne systemy cyfrowego
przetwarzania sygnatéw (CPS) [1] majgce na celu np.
filtrowanie danych. Jednym z najczesciej stosowanych
systeméw o skonczonej odpowiedzi impulsowej (FIR) jest
filtr Gaussa, a kluczowe przy implementacji jest
uwzglednienie skonczonej precyzji zapisu wspotczynnikow
[2]. Ma to bezposrednio wplyw m.in. na charakterystyke
czestotliwosciowg. W niniejszym artykule przedstawiono
wplyw kwantowania wspotczynnikow w dwoch realizacjach
jednowymiarowego (1D) filtru Gaussa. Pierwsza,
wykorzystuje bezposrednig implementacje splotu. Druga,
bazuje na ortogonalnym filtrze Gaussa realizowanym za
pomocg rotatoréow Givensa. Dla obu struktur wykonane
zostaty pomiary wybranych parametréw, ktére pozwalajg
okresli¢ wrazliwo$¢ na kwantowanie wspoétczynnikéw. Jako
Srodowisko symulacyjne zastosowano oprogramowanie
Scilab [3], umozliwiajgce jednoczesnie precyzyjng analize
danych.

Realizowane struktury

Transmitancja dowolnego systemu dyskretnego 1D o
skonczonej odpowiedzi impulsowej moze by¢
przedstawiona nastepujgco [1]:

n )
(1) H(z)=Y b(i)z™

i=0
gdzie: b(i) - odpowiedz impulsowa systemu, n - stopien filtru
(transmitanciji).
Do realizacji wybrano filtr stopnia n=6 o odpowiedzi
impulsowej przedstawionej w tabeli 1.

Tabela 1. Odpowiedz impulsowa filtru Gaussa 1D

Wspotczynnik Warto$¢
b(0) 0,04491017964071856
b(1) 0,11976047904191617
b(2) 0,20958083832335328
b(3) 0,25149700598802394
b(4) 0,20958083832335328
b(5) 0,11976047904191617
b(6) 0,04491017964071856

Przedstawiony filtr spetnia warunek:

2) ‘H(ej’”)‘ - ib(i)e’j“’i <1,
i=0

zgodnie z ktérym, filtr nie wzmacnia sygnatu.

Splot
Pierwszy z systemow realizuje bezposrednio splot:

6
) y(k) =Y b(i)x(k —i)

i=0

gdzie:

b(i) - wspotczynniki systemu (odpowiedz impulsowa),

x(k) - wejscie systemu (pobudzenie),

y(k) - wyjscie systemu (odpowiedz).

Dla wykorzystanego filtru Gaussa struktura wykonujgca
splot przedstawiona jest na rysunku 1.

x(k) —F.T'T.T.T.T._l i ol e o ] o P s

L ) & & {2 » (k)

Rys.1. Struktura bezposrednia filtru Gaussa 1D

Ortogonalny filtr rotatorowy
Realizacja filtru FIR 1D w oparciu o rotatory Givensa

moze zosta¢ wykonana na podstawie [4] i [5]. Filtry
rotatorowe to ortogonalne systemy bezstratne [2].
Rotatorem  Givensa okreslamy uklad  wykonujacy
nastepujaca operacje:
r(k)} [f(k)}
= 64
[t(k) [c] g9(k)
3) _|cos(e) —sin(e;) || T (k)
[ sin(eg) cos(ey) | g(k)|

| cos(e) f (K)—sin(e;)g(k)
| sin(eg) f (k) +cos(e)g(k)

gdzie: cos(w;), sin(ay) - wspétczynniki rotatora, f(k), gk) -
wejscia systemu, r(k), t(k) - wyjscia systemu.

Przyjety i stosowany [2] symbol rotatora przedstawiono na
rysunku 2.

Sk — r(k)

g(k) — 1(k)
G;

Rys.2. Zastosowany symbol rotatora Givensa
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Dla wybranego filtru Gaussa w zastosowaniu 3D,
synteza opisana jest rowniez w [6].
przedstawiona jest odpowiednia struktura, gdzie przez x,(k)
i Xo(k) oznaczono wejscia, a y,(k) i y,(k) to wyjscia systemu.
Parametry poszczegolnych rotatoréw zebrano w tabeli 2.

Na

rysunku 3

—1 : ot 3
D:{ZO (1)} [Gi]:|:cos(a,) sin(¢;)

sin(ai) COS(O!i) :| - macierz rotacji.

: o0 ) o : , Natomiast odpowiedni filir Gaussa realizowany jest
Po.nlle.w az jest to uklad o dwoch W?JS(.:'aCh | dwoch pomiedzy pierwszym wyjsciem y,(k), a pierwszym wejsciem
WyJSC'a,Ch’ system . zpudovyany z steal Polaczonych x1(k). Zgodnie z [4] na drugie wejscie x,(k) podajemy sygnat
rotatorow (rys. 3) realizuje ogélng transmitancje: zerowy, a drugie wyjscie y,(k) jest pomijane w tej realizacji
) G(Z):[Hl(z) Tl(z)} systemu.

H,(2) Ty(2)

gdzie:

Hi(2)=H(2),
x1(k) & 71 1K z1H 1K z1 71 i(k)
xa(k) € Y \ \ - va(k)

Gy G G G; Gy Gs G
Rys.3. Struktura rotatorowego filtru Gaussa 1D
Tabela 2. Parametry rotatoréw dla ortogonalnego filtru Gaussa 1D wyznaczone przy podwdjnej precyzji obliczen.
Warto$¢
Rotator -
i cos(a) sin( )

Gy —93,282421° —0,05725772154510825 —0,99835943092829182
G, 169,851161° —0,9843533389112288 0,17620585737799865
G, 160,525091° —0,94278758410237018 0,33339401803634178
G; 155,812340° —0,9122083824406112 0,40972657590774297
G, —19,474909° 0,9427875841023754 —0,33339401803632673
Gs —10,148839° 0,9843533389112256 —0,17620585737801639
G —3,282421° 0,99835943092829227 —0,05725772154510368

Tabela 3

. Warto$ci poszczegodlnych wspotczynnikéw po kwantowaniu

Przyjeta dtugosc¢

Warto$ci poszczegdlnych wspétczynnikéw po kwantowaniu

(zakres wartosci
od -1 do 1-2%%)

rejestrow Realizacja bezposrednia Realizacja rotatorowa
b(0) = 0,046875 cos(ap) = —0,0546875 sin(ap) = -1
8-bitow U2 b(1) =0,1171875 cos(a;) = —0,984375 sin(ay) = 0,1796875
Q1.7 b(2) = 0,2109375 cos(a) = —0,9453125 sin(e) = 0,3359375
: .. |b(3)=0,25 cos(as) = —0,9140625 sin(es) = 0,40625
(gglfﬁ’sd‘(’)"ﬁrf?f)' b(4) = 0,2109375 cos(as) = 0,9453125 sin(as) = —0,3359375
b(5)=0,1171875 cos(as) = 0,984375 sin(as) = —0,1796875
b(6) = 0,046875 cos(as) = 0,9921875 sin(a) = —0,0546875
b(0) = 0,044921875 cos(ay) = —0,0572509765625 sin(ap) = -0,99835205078125
16-bitéw U2 b(1) = 0,1197509765625 cos(an) = —0,984344482421875  |sin(a) = 0,17620849609375
Q1.15 b(2) = 0,2095947265625 cos(a) = —0,942779541015625  |sin() = 0,333404541015625
(zakres \'Nartoéci b(3) = 0,251495361328125  |cos(a) = —0,912200927734375  |sin(a3) = 0,40972900390625
od -1 do 1-2""%) b(4) = 0,2095947265625 cos(as) = 0,942779541015625 sin(ay) = -0,333404541015625
b(5) = 0,1197509765625 cos(as) = 0,984344482421875 sin(as) = -0,17620849609375
b(6) = 0,044921875 cos(as) = 0,99835205078125 sin(ae) = —0,0572509765625
b(0) = 0,04491019248962402 |cos(a) = —0,05725777149200439 |sin(e) = —0,99835944175720215
od-bity U2 b(1) = 0,11976051330566406 |cos(a:) = —0,98435330390930176 |sin(a:) = 0,17620587348937988
Q1 és b(2) = 0,20958077907562256 |cos(x,) = —0,9427875280380249 |sin(a) = 0,33339405059814453

b(3) = 0,25149703025817871
b(4) = 0,20958077907562256
b(5) = 0,11976051330566406
b(6) = 0,04491019248962402

cos(az) = —=0,9122084379196167
cos(as) = 0,9427875280380249

cos(as) = 0,98435330390930176
cos(as) = 0,99835944175720215

sin(as) = 0,40972661972045898

sin(ay) = —0,33339405059814453
sin(as) = -0,17620587348937988
sin(a) = —0,05725777149200439

Tabela 4. Btad sredniokwadratowy poszczegdlnych pomiaréw implementowanych struktur

Warto$ci poszczegélnych wspétczynnikédw po kwantowaniu
Realizacja bezposrednia Realizacja rotatorowa
Przyjeta dtugos¢ MSE MSE
rejestrow MS.E . MSE . | odpowiedzi na MSE . MSE . | odpowiedzi na
odpowiedzi | charakterystyki . odpowiedzi | charakterystyki .
. . . ) pobudzenie . ) ) ) pobudzenie
impulsowej amplitudowe;j impulsowe;j amplitudowej
szumem szumem
8-bitow U2 Q1.7
(zakres wartosci 0,0000038 0,0000240 0,1459375 0,0000082 0,0000440 0,3115468
od -1 do 1-27)
16-bitow U2 Q1.15
(zakres warto$ci 1.204-107"° 8.261-107"° 0,0000046 6.583.107"" 4.690-107"° 0,0000025
od -1do 1-2")
24-bity U2 Q1.23
(zakres wartosci 1.470-107"® 1.015.10™" 5.590-107" 9.434.107"° 6.543-107"° 3.578-107"
od -1do 1-2%)
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Rejestry 8-bitowe (Q1.7)

Rejestry 16-bitowe (Q1.15)

Rejestry 24-bitowe (Q1.23)
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Rys.4. Charakterystyki amplitudowe poszczegolnych realizacji danego filtru Gaussa 1D
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Rys.5. Charakterystyki amplitudowe dla wybranego zakresu o przy 16-bitowym kwantowaniu wspoétczynnikow

Rejestry 24-bitowe (Q1.23)
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Rys.6. Charakterystyki amplitudowe dla wybranego zakresu w przy 24-bitowym kwantowaniu wspotczynnikow

Kwantowanie wspoétczynnikow

Kwantowaniem okreslamy proces stratnej konwers;ji
prébek sygnalu do zadanego formatu zapisu liczb
cyfrowych (statopozycyjny lub zmiennopozycyjny) dla
skohczonej diugosci rejestrow. Na potrzeby niniejszych
analiz  zatozono kwantowanie przez zaokraglanie
wspétczynnikéw do formatu statopozycyjnego 8-, 16- i 24-
bitowego. Zastosowano zapis ze znakiem w systemie U2 z
formatowaniem Q1.7, Q1.15 oraz Q1.23 (jeden bit catkowity
i odpowiednio 7-, 15- i 23-bity utamkowe. Szczegoly
dotyczgce doktadnosci poszczegdlnych kwantowan oraz
wartosci wspotczynnikdw obu  struktur przedstawiono w
tabeli 3.

Pomiary
Obie przedstawione realizacje filtru Gaussa 1D zostaty
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zaimplementowane symulacyjnie w srodowisku Scilab [3].
Nastepnie wprowadzono skwantowane wspotczynniki do
poszczegolnych realizacji i przetworzono dwa sygnaty,
pobudzenie impulsowe oraz losowy szum o rozktadzie
rébwnomiernym i liczbie probek 28 Wyznaczone zostaty
odpowiedzi i charakterystyki amplitudowe poszczegdélnych
realizacji filtru. Nastepnie poréwnano otrzymane dane z
wartosciami wzorcowymi, wyznaczonymi z odpowiedzi filtru
zrealizowanego na petnej dostepnej precyzji. Ze
zmierzonych wartosci obliczono btad sredniokwadratowy
(MSE, ang. Mean Squared Error):

(4) MSE =i2[(x<k)— xb(k>)2],
myo
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gdzie: m - liczba probek, x(k) - sygnat wzorcowy, otrzymany
z systemu zrealizowanego na petnej dostepnej precyzji,
Xp(K) - sygnat analizowany (badany), otrzymany z systemu o
skwantowanych wspétczynnikach.

Na rysunku 4  przedstawiono charakterystyki
amplitudowe poszczegdinych realizacji filtru Gaussa dla
kwantowania wspétczynnikébw na réznych poziomach.

Przez |H(€'®)| oznaczono wzorcowg charakterystyke
amplitudowg (idealng), natomiast |He(€'”)| i [Hr(€'”)| to
charakterystyki  amplitudowe  odpowiednio  systemu

bezposrednio realizujgcego splot i systemu bazujgcego na
rotatorach. Poniewaz dla kwantowania 16- i 24-bitowego
charakterystyki praktycznie pokrywajg sie, na rysunkach 5 i
6 przedstawiono bardziej precyzyjne dane dla wybranych
zakresow w. Nizszg wrazliwosc¢ struktury rotatorowej mozna
zauwazyé np. na rysunku 5, gdzie |Hg(e!”)) ma przebieg
bardziej zblizony do |H(¢'”)| niz |He(e'?)|. Dla kwantowania
wspotczynnikow na 24-bitach, w poczatkowym zakresie
pasma przepustowego (»<0.0008), |Hg(e')| wypada nieco
gorzej, gdyz [H(e')| i |Hc(e')| catkowicie sie pokryly (rysunek
6a). Natomiast juz np. dla 2.3255<©<2.33 (rysunek 6b)
ponownie przebieg |Hr(e'”) jest blizszy |H(').
Zaprezentowanie szczegotowych charakterystyk w catym
zakresie o jest utrudnione przez bardzo zblizone przebiegi
(potrzebne byto by zaprezentowanie nawet kilkudziesieciu
wykresOw co mogto by zajg¢ wiele stron). Dlatego tez
wyznaczone btedy MSE pozwalajg na prostsze i szybsze
wskazanie implementacji filtru Gaussa o0 mniejszej
wrazliwosci.

Podsumowanie

W artykule zaprezentowano i poréwnano wybrane
parametry oraz charakterystyki dla dwodch realizacji filtru
Gaussa. Pierwsza bazuje na klasycznym splocie, druga to
implementacja ortogonalnego filtru wykorzystujgca rotatory
Givensa. Z tabeli 4 mozna odczyta¢ zmierzone parametry w

postaci btedéw $redniokwadratowych dla odpowiedzi
impulsowych, charakterystyk amplitudowych oraz
odpowiedzi na pobudzenie losowym szumem. Dla

wspotczynnikdw  skwantowanych na 8-bitach, lepsza
okazuje sie struktura bezposrednia. Jednak juz dla
kwantowania na 16- i 24-bitach, nizsze btedy ma struktura
rotatorowa, co potwierdza lepsze parametry filtrow
ortogonalnych [2]. Kluczowa jest tu wrazliwos¢, ktéra dla
struktury rotatorowej (ortogonalnej) jest nizsza niz w
przypadku struktury bezposrednie;j.

Realizacja systemu rotatorowego obarczona jest ztozonym
procesem syntezy (konieczne jest wykorzystanie srodowisk
matematycznych np. Scilab). Jednak zwazywszy na fakt, ze
obecnie komputer i rézne narzedzia projektowe s3g
podstawg przy pracy nad systemami CPS, zawita synteza
nie jest istotng przeszkodg. Na potrzeby niniejszego
artykutu opracowano kompletny skrypt, ktéry jako
parametry przyjmuje wspotczynniki filtru FIR, a zwracanymi

danymi sg odpowiednie macierze rotacji. Podsumowujac,
bazujac na konkretnym przypadku filtru Gaussa 1D, w
niniejszej pracy udato sie wykazac¢ jedng z wazniejszych
zalet systemow ortogonalnych, jakg jest niska wrazliwosé
na kwantowanie wspotczynnikow. Wykorzystanie tego
faktu, moze pozwoli¢ na unikniecie wielu problemoéw przy
implementac;ji i sprzetowe;j realizacji uktadow CPS.

Dalsze prace bedg polegaty na analizie wrazliwosci
charakterystyk amplitudowych i fazowych na btedy
wspotczynnikdw przy uwzglednieniu pasma przepustowego
i zaporowego danego filtru. Poniewaz autor prowadzi tez
badania nad syntezg [6, 7] i realizacjg [8, 9] filtréw 3D,
planowane jest wykonanie podobnych pomiaréw rowniez
dla takich struktur.
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