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Teoretyczne i przydatne eksperymentalnie modele szumoéw

Streszczenie. W artykule zwrécono uwage na potrzeby badawcze w okresleniu przydatnych teoretycznie i praktycznie modeli sygnatow
stochastycznych. Przedstawiono modele teoretyczne mato przydatne praktycznie: szum bialy i szum biaty po przejSciu przez uktad inercyjny.
Opisano modele teoretyczne szuméw dolnopasmowych przydatne praktycznie. Podano przyktadowe charakterystyki teoretyczne i eksperymentalne

szumow.

Abstract. The article brings to attention the research needs in determining theoretically and practically useful models of stochastic signals. It
presents theoretical models of little practical use: white noise and white noise after passing through an inertial system. Practically useful theoretical
models of low-band noises were described. Examples of theoretical and experimental characteristics of noises were provided. (Theoretical and

experimental useful models of noises).

Stowa kluczowe: szum biaty, szum dolnopasmowy, funkcja autokorelacji, gesto$¢ widmowa mocy.
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Wprowadzenie

Okreslenie wptywu przypadkowych wymuszen na
przebieg réznych procesow fizycznych staje sie jednym z
podstawowych probleméw w wielu dziedzinach nauki i
techniki. Biorgc pod uwage coraz wigkszg ztozonosé
rozpatrywanych zjawisk, teoretyczne okreslenie wptywu
wymuszen stochastycznych jest trudne, a czesto
niemozliwe, jedyng za$ drogg rozwigzania problemu staje
sie  eksperymentalne badanie zjawiska. Waznym
zagadnieniem badawczym jest okreslenie jednoczesnie
przydatnych teoretycznie i praktycznie modeli sygnatéw
stochastycznych [1-3].

Modele eksperymentalne  powinny  uwzglednia¢
zaréwno eksperymenty bierne (pomiary i analize sygnatéw
w zjawiskach fizycznych) jak i generowanie takich sygnatéw
dla celéw eksperymentéw czynnych oraz symulacji [4-9].

W opisach i analizach teoretycznych czesto wystepujg
modele szumu biatego, ktérego wartosci sg nieskorelowane
i szumu dolnopasmowego o skorelowaniu wyktadniczym.
Takie modele okazujg sie mato przydatne jako odniesienia
do wynikéw praktycznych.

Praktyczne zadania przetwarzania sygnatéw losowych
dotyczg sygnatéw nie bedacych teoretycznymi szumami
biatymi. Sygnaty rzeczywiste, najczesciej dolnopasmowe, w

praktyce powstajg po przejsciu szumow
szerokopasmowych przez uktady inercyjne. Przy
przechodzeniu przez uktady inercyjne sygnatéw losowych
nastepuje normalizacja ich funkgji gestosci
prawdopodobienstwa [10-15].

W artykule przedstawiono modele teoretyczne i
eksperymentalne Szumow. Omowiono przydatne

eksperymentalne modele szuméw biatych pasmowych i
szumow  skorelowanych  wykfadniczo. Dla szumoéw
dolnopasmowych o rozktadzie normalnym wyznaczono
estymaty funkcji autokorelacji technikg warunkowego
usredniania.

Modele teoretyczne [1-3]
Szum biaty

Szum bialy jest wyidealizowanym procesem
stochastycznym, ktéry ma statg warto$¢ gestosci widmowej
mocy dla wszystkich wartosci w:

(1) S (@)=5,.

oraz funkcje autokorelacji — delte Diraca Jd(f) z

intensywnoscig Sy

) R.(r)=5,-5(z).
Charakterystyki S,(w) i R(r) szumu biatego przedstawia
rys. 1.
0 1S, (W)
S,
W
0
o R,(7)
A
]
0 »

Rys. 1. Charakterystyki szumu biatego: a) dwustronna gesto$¢
widmowa mocy Sy(o); b) funkcja autokorelacji Ry(z).

Proste modele matematyczne charakterystyk mogg, by¢
przydatne przy teoretycznych analizach systeméw liniowych
szczegolnie w sytuacjach kiedy szerokos¢ gestosci
widmowej mocy szumu wejsciowego jest znacznie wigeksza
od szerokosci pasma przenoszenia systemu.

Podane wyrazeniami (1) i (2) okreslenia szumu
biatego odnoszg sie tylko do dziedzin czestotliwosci i czasu
i milczgco traktujg dziedzine wartosci amplitudowych. W
ogoélnym rozumieniu funkcja gestosci prawdopodobienstwa
szumu biatego nie istnieje. W warunkach rzeczywistych
dostatecznie bliskie czasowo wartosci sygnatow sg zawsze
zalezne a ich funkcje R,(7) sg rézne od 46(¢). Model i wartosci
skorelowania sygnatdw majg wptyw na ich charakterystyki
statystyczne.

Wartos$¢ sredniokwadratowa szumu biatego jest réowna
powierzchni pod funkcjg Si(®) oraz wartosci R,(0), ktdre to
wartosci nie sg skonczone, tak jak dla realnych proceséw
fizycznych. Szum bialy jest modelem abstrakcyjnym, nie
realizowanym w  rzeczywistych  warunkach, mato
przydatnym w analizach wynikéw eksperymentalnych.
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Szum bialy po przejsciu przez uktad inercyjny
Szum biaty z gestoscig widmowg S, po przejsciu przez

1
ukfad inercyjny pierwszego rzedu o statej czasowej T = —

a
uzyskuje dwustronng gestos¢ widmowg mocy:
2 2
a 2-0;-a
(3) S.\w)=S = = ,
(o) Pt dr+a?
2 _ Sy

gdzie: o} =7a— wariancja szumu na wyjsciu uktadu

inercyjnego.
Odpowiadajgca jej wyktadniczo funkcja autokorelacji

R\(7) z interwatem Kkorelacji 7, =7 opisana jest
wyrazeniem:

S —al
(4) R, ()= o-ipx(r)=7°a-e ‘ZM,

gdzie: p,(r) — unormowana funkcja autokorelac;ji.

W granicy przy «a — o funkcja autokorelacji (4) przybliza
sie do delty Diraca.

Przebiegi i zmiennos¢ funkcji S,(w) i Ry(7) ilustruje rysunek
2.
S.(w)

2af

[id

b)

Rys. 2. Charakterystyki: dwustronnej gestosci widmowej mocy Sy()
(a) i funkcji autokorelacji Ry(z) (b)

Model szumu z charakterystykami (3) i (4) jest przydatny
jako prosty model teoretyczny, ktérego zaletg jest tagodny
przebieg funkcji S.(w). Idealizacjig w tym modelu jest
oddziatywanie teoretycznym szumem biatym. Istotnym
ograniczeniem zastosowan tego modelu w obliczeniach i
praktyce jest brak skonczonej wartosci pochodnej funkcji
autokorelacji dla ==0. Szumy, ktérych autokorelacja ma takg
ceche nazywajg sie i sg nierézniczkowalne. Powoduje to
trudnosci w analizach eksperymentalnych i obliczeniach,
szczegolnie w dziedzinie wartosci np. przy okresleniu
Sredniej liczby przecie¢ poziomu x=x, z zadanym znakiem
pochodnej w jednostce czasu dla stacjonarnego
normalnego procesu z zerowg wartoscig srednia:

2

® hl, )= 20 2

e
2r

2
gdzie: p.(0)= dp—xz(r)
dr” |

Dla modelu funkcji
nieskonczona.

autokorelacji (4) warto$¢ 1, jest

Modele teoretyczne przydatne eksperymentalnie [10-15]
Szumy biate pasmowe

Szumy wytwarzane i przetwarzane w ukfadach
fizycznych majg ograniczone pasma czestotliwosci. Modele
teoretyczne charakterystyk tych szuméw sg przydatne w
ocenach poréwnawczych wynikéw eksperymentalnych.

W literaturze wystepuje model teoretyczny gestosci
widmowej S(f) przypadkowego napiecia na rezystorze z
opornoscig R dla prgdu zmiennego wprowadzony przez
Nyquista [10]:

h-f

_ k-T
(6) S(f)= TR — 7,
ekT —1
gdzie: f — czestotliwosé [Hz], k= 1,38'10% J/K — stata

Boltzmana, T — temperatura [K],
h —6,626c 10°* J's — stata Plancka.

Gestos¢é widmowa mocy szuméw cieplnych w obwodzie
elektrycznym jest wprost proporcjonalna do sktadowej
czynnej R impedancji obwodu. Wielko$¢ R nie oznacza
rezystancji dla pradu statego. W obwodzie elektrycznym
przy statej wartosci R w zalozonym przedziale
czestotliwosci 41 powstaje przypadkowe napiecie szumu ze
statg gestoscig widmowg mocy. W przedstawionym modelu
nie wystepuje problem nieskonczonej wariancji szumu. W
przeprowadzonych fizycznych badaniach model uzyskat
potwierdzenia eksperymentalne (Johnson — 1928 r.; Moullin
—1938r.).

Wyrazenie (6) opisuje rzeczywisty szum bialy z
ograniczonym pasmem czestotliwosci.

W przedziale 0 < u <<1
k-T
(7) S(f) = 4kTR.
Przy temperaturze T7=300K gestos¢ widmowa szumu
ograniczona jest od gory czestotliwoscig f, ¢ * 108 Hz .

Dla zadanego pasma czestotliwosci
odchylenia standardowego szumu wynosi

(8) o = JAkTR - Af .

Przy 7T=300K; R=1kQ; 4/=10 kHz daje to tylko wartos¢
0=400 nV.

W praktyce na przebieg charakterystyki gestosci widmowej
mocy szumu cieplnego majg wplyw: zaleznos¢ R od f
(reaktancje w obwodzie, efekty naskérkowosci) i zalezna od
czestotliwosci wariancja przewodnosci materiatu obwodu.
Wymienione wyzej ograniczenia i zalezno$¢ modelu
gestosci widmowej (6) od statych fizycznych k i h s3g
powodem, ze model bezposrednio nie znalazt duzego
zastosowania w zagadnieniach przetwarzania sygnatéw
losowych ~w  ztozonych ukfadach i  systemach
elektronicznych.

Dolnopasmowy szum biaty z ograniczonym pasmem
czestotliwosci od 0 do B w Hz ma gestos¢é widmowag mocy o
statej wartosci w podanym pasmie i rbwng zeru poza tym
pasmem.

9) &@F{

Af wartosé

Sy |w|<27B
0 |o|>27B

Odpowiadajgca  gestosci  widmowe] S, (w)
autokorelacji moze by¢ obliczona z zaleznosci:

funkcja

278 :
S 7 sin27Bt

[ edw=28S,
2 5B

(100 R,(7)

27Bt
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Na rysunku 3 przedstawione sg charakterystyki szumu
biatego dolnopasmowego.

a) Sy(w)
S,
W
-B 0
b) R,(T)
2BS,
/N
N P
NV
0 2B
Rys. 3. Charakterystyki szumu bialego dolnopasmowego:
a) dwustronna gestos¢ widmowa mocy  S(w); b) funkcja

autokorelacji R(7).

X?=2BS, jest
skohczona. W granicy przy B — oo funkcja autokorelaciji
(10) przybliza sie do delty Diraca. Sygnaty stochastyczne z
idealnie prostokatng gesto$ciag widmowag nie wystepujg w
przyrodzie, ale do tego modelu mozna sie dobrze przyblizaé
eksperymentalnie.

Na rysunku 4 przedstawiono charakterystyke
warunkowej wartosci $redniej dolnopasmowego szumu
bialego w pasmie B=25kHz o rozkiadzie N(0V; 2V),
otrzymanego na wyjsciu generatora szumu NRG201.
Charakterystyke, ktéra przybliza przebieg unormowanej
zaleznosci (10) wyznaczono na zasadzie warunkowego
usredniania (dla progu x,=3V, oraz liczby usrednier M=256)
przy wykorzystaniu zaleznosci:

(11)
gdzie: 3?(1)|xp

Warto$¢ s$redniokwadratowa szumu

%z )l =x,0.(7),
- charakterystyka warunkowej wartosci

$redniej, x, — prog warunkowego usredniania, p.(7) -
unormowana funkcja autokorelacji sygnatu x(z).

Ogolny ksztalt funkciji zostaje w przyblizeniu

zachowany a pierwsza zerowa warto$¢ skorelowania
1 _

—:—3:20-10 6.

2B 2.25-10°Hz

Wystepuje wystarczajgco dobra dla praktyki zgodno$¢ z
teoria.

wystepuje dla 7, =

RIGOL T'D [ R T Y 3.8

12

[SEFED 1,66 Time 28,88us -6, GEE0S
Rys. 4 Charakterystyka warunkowej wartosci Sredniej

)_C(Z')|xp dolnopasmowego szumu biatego.

Szum bialy pasmowy o statej wartosci gestosci
widmowej S, (w)=S, w pasmie B=f»f; z czestotliwoscig

+
$rodkowg pasma f, = % ma funkcje autokorelac;ji
opisang wyrazeniem:
S
R, (z') =L _[cos wtdo =
(12) T 2a,
in 7B
=285, 227 cosz(2f; + B)r
Bt
Dla f;,=0 autokorelacja (12) przechodzi w zaleznos$¢ (10)
Uproszczona analiza modeli teoretycznych

charakterystyk sygnatoéw, ktére przedstawiajg rys. 2 i 3
wskazuje, ze trudnosci wykorzystania praktycznego tych
modeli mozna zmniejszyé modyfikujac (zblizajgc je do
zaleznosci rzeczywistych) charakterystyki S,(w) i R (z).

Roézniczkowalne szumy dolnopasmowe skorelowane
wyktadniczo

Uktady przetwarzania sygnatow fizycznych majg
ograniczone pasma czestotliwosciowe. Ograniczenie w
gornej czesci pasma  dolnopasmowych  uktadow
przetwarzajgcych nie jest strome i wynika z przebiegu
charakterystyki amplitudowo-czestotliwosciowej toru
transmisyjnego.

W wielu sytuacjach dotyczacych przetwarzania
sygnatéw losowych (zaréwno w eksperymentach biernych
jak i czynnych) szeroko$¢ pasma B sygnatu wejsciowego o
cechach dolnopasmowego szumu biatego jest znacznie
wieksza od szerokosci pasma toru przetwarzania sygnatéw
okreslonego czestotliwoscig graniczng f,.

W praktyce model skorelowania wyktadniczego
uzyskujg sygnaty z ograniczonym pasmem o cechach
szumu biatego przechodzgce przez fizyczne uktady
inercyjne. W takich sytuacjach nastepuje takze normalizacja
rozkltadu prawdopodobienstwa sygnatéw wyjsciowych.
Przejscie szumu biatego z jednostronng ptaska gestoscig

2
widmowg mocy w pasmie B rowna Go(a)):% przez

uktad inercyjny RC opisuje zaleznosé
gestosci widmowej na wyjsciu uktadu:

jednostronnej

2

G,(0)=Gylo)| ——— | =

(13) 1+(a)RC)2

0_2

" B+ (wRCY

Funkcje autokorelacji na wyjsciu uktadu inercyjnego
okresla przeksztatcenie catkowe:

1 27-B

R (r)=— I G, (a)) cos(wr)dw =
(14) ’
o’ cos(wr)

- do.
27-B £ 1+ (wRC)? @

Dla =0 otrzymuje sie wyrazenie:

2
O
15 R.(0)=0c?=
(15) ((0)=07 = ——
Srednia czestotliwo$é katowa widma sygnatu losowego
x(t) jest okreslona wyrazeniem:

. arctg(27zBRC ) :
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(16)

| B
2 " 2
o, =—p,(0)= > Iw G, (w)dow,
2 x 0
przy czym p; (0) — druga pochodna unormowanej funkcji

autokorelacji sygnatu x(#) dla z=0.
Uwzgledniajac wyrazenia (13) i (16), otrzymuje sie:

. 1 22BRC
_ [ _ -1].
(17) (N P(0) \/ (arcthﬂBRC J

(RCY

Dla =0 funkcja autokorelacji posiada skonczong wartos¢
pochodnej, a przedstawiony model sygnatu jest przydatny w
zastosowaniach praktycznych.

Przyktad

Napieciowy dolnopasmowy w pasmie B = 25 kHz szum
bialy oddziatuje na wejscie uktadu inercyjnego pierwszego
rzedu o statej czasowej 7' = RC = 10 s. Nalezy obliczyé
wariancje sygnatu na wyjsciu ukladu inercyjnego oraz
$rednig czestotliwos¢ kgtowg widma.

Rozwigzanie
Obliczenia pomocnicze:

272BRC =27-25-10°-102-10% =51
arctg(ZﬂBRC) = % .

Wariancja sygnatu na podstawie (15):

2 2 2

R(0)=0?=- T E__O __o
* Y 27BRC 2 4aBRC 10

Srednia czestotliwo$é katowa widma szumu na podstawie
17):

1 27BRC
a)lx = 2
(RC)* \ arctg2maBRC

]—1 =3-10%rad /s .

Obliczanie funkcji autokorelacji bezposrednio =z
wyrazenia (14) moze by¢ trudne. Mozna wyznaczyé
estymate przebiegu funkcji unormowanej ﬁx(z-) na
zasadzie warunkowego usredniania.

RIGOL T°D www +l 1.58
[1 4
[MEFER  SEEmL) Time 188.0us DH0.06856s

Rys. 5. Charakterystyka warunkowej wartosci Sredniej
dolnopasmowego szumu biatego przetworzonego w uktadzie
inercyjnym

Dla danych z przyktadu na rysunku 5 przedstawiono
funkcje warunkowe;j wartosci Sredniej X (z’) |xp

proporcjonalng do funkcji autokorelaciji (7).

Charakterystyke warunkowej wartosci $redniej wyznaczono
oscyloskopem cyfrowym dla progu x,=1,5V i liczby
usrednien M=256.

Przebieg autokorelacji jest prostym, zblizonym do
wyktadniczego modelem, ktdry umozliwia okres$lenie p”(O)

i 7, atakze maksymalny interwat korelacji 7, .

Korzystng modyfikacje przebiegu charakterystyk S (w) i
R.(x) szumu biatego przetwarzanego w uktadzie inercyjnym
(zaleznosci (3) i (4)) uzyskuje sie poprzez kolejne
przetwarzanie inercyjne.

1
Mozna wykaza¢, ze dla statej czasowej 7}, = — oraz dla

k=1 w inercyjnym torze funkcje autokorelacji R,(z) dla >0
opisuje zaleznosc:
2

(18) Ry(r)z%{aexp(— pr)-pBexp(-ar)}.

Gestos¢ widmowa mocy G,(w) oraz wariancja sygnatu
wyjsciowego sg okreslone wyrazeniami:

4p%ac?
1 G,(0)= .
(19) (@) P
2 _ _ po:
(20) o =R,(0)= s

R [ ST ]
v

RIGOL T°O

T @ 1.88u

MEEEE 1.00U CHZx 1.006L) Time 18.868ms D-0.00860

Rys. 6. Przebiegi sygnatow: 1 - x(¢); 2 - y(¢)

R [ T ]
v

RIGOL T° [ T @ 1,68l

JLH: o s l= TN} Time SE8.8us DHE.G08Es

Rys. 7. Charakterystyka warunkowej warto$ci $redniej ,uy‘y
P

proporcjonalna do p(7);
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Na rysunkach 6 i 7 przedstawiono wyniki eksperymentu
oddziatywania szumem N(0V; 0,5V) z dobrym przyblizeniem
wyktadniczego modelu autokorelacji (4). W ukfadzie

inercyjnym o statej czasowej T,=1,114% 10 s wystepowato

wzmocnienie k=3. Stosowane w modelach ekspe-
rymentalnych parametry wynosity 0=9708 i f$=897.
Odwzorowanie eksperymentalne unormowanej funkcji

autokorelacji sygnatu y(#) ma skonczong wartos¢ pochodnej
dla =0 i zblizony do wyktadniczego przebieg (rys. 7).

Przy rzeczywistym ztozonym przetwarzaniu sygnatéw
losowych czesto sygnaty z ograniczong i w przyblizeniu
stalg w wybranym pasmie gestoscig widmowg mocy G,(w)
sg poddawane kolejnym operacjom filtracji i wzmocnienia
gtéwnie w zakresie matych czestotliwosci.

Charakterystyke amplitudowo-czestotliwosciowg
wielostopniowego wzmacniacza mozna przyblizaé funkcja
Gaussa:

2
@

(21) K(0)=Koe 2

z szerokoscig czestotliwo$ciowego pasma przenoszenia

Afzﬂ\/;. Przy wzmocnieniu takim wzmacniaczem
sygnatu losowego o modelu szumu biatego (praktycznie
szerokopasmowego) o gestosci widmowej jednostronnej
Gy=const, gestos¢ widmowa na wyjsciu wzmacniacza

2
* o”

(22) G.(0)=G,| Kye 27

Odpowiadajgca gestosci widmowej funkcja autokorelacji
WYNOosi:

[1)2

_ GoKs T 5 GoK;

(23) Rx(r) Je P cos wrdw =
2r

Zalezno$ci (23) i (22), po przeliczeniu parametréw, mozna
przedstawi¢ modelami ogolnymi, ktére sg przydatne do
wykorzystania  teoretycznego i praktycznego w
przetwarzaniu sygnatéw losowych dolnopasmowych:

2.2

(24) R (r)=c2e™ ",
wZ
(25) G (w)= ﬁai e 4
a

Warto$é —p (0) dla tego modelu autokorelacji wynosi 2o”.

Podsumowanie

Modele szumu biatego i szumu dolnopasmowego o
skorelowaniu wyktadniczym i braku skohczonej wartoSci
pochodnej dla =0 majg ograniczong przydatnos¢ w
poréwnywaniu analiz teoretycznych i ocen
eksperymentalnych sygnatéw losowych.

Modelami teoretycznymi bardziej przydatnymi w
praktyce sg modele szuméw z ograniczonym pasmem
czestotliwosci przetwarzane w ukladach filtrujgcych i
wzmacniajgcych. Przykladem mogg by¢ szumy cieplne.

Szumy przetwarzane w takich uktadach uzyskujg rozktady
normalne. Charakterystyki korelacyjne szumow
pasmowych, ktérych funkcje gestosci prawdopodobienstwa
sg normalne, mozna wyznacza¢ technikg warunkowego
usredniania.

Szumy stacjonarne majace ciggte funkcje autokorelacji i
ich drugie pochodne dla =0 sg ciggte i rozniczkowalne. W
artykule pokazano przydatnos¢ teoretyczng i praktyczng
rézniczkowalnych modeli szumoéw pasmowych: szumu
biatego z oscylacyjnie zanikajgca funkcjg autokorelacji i
szumu  dolnopasmowego z  wykladnicza  funkcjg
autokorelacji. Podano i analizowano modele matematyczne
szuméw w  dziedzinie  czestotliwosci i  czasu.
Eksperymentalnie  wyznaczono funkcje autokorelacji
technikg warunkowego usredniania sygnatow.

Nalezy zauwazyé, ze wszystkie stosowane modele
matematyczne charakterystyk uktadéw fizycznych i szumoéow
sg pewng idealizacjg. Celem artykutu jest wskazanie modeli
matematycznych szuméw pasmowych, do ktérych z
wystarczajgcg dla praktyki doktadnoscia mozna sie
przybliza¢ eksperymentalnie.
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Rzeszéw, e-mail: kowadam@prz.edu.pl.
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