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Charakterystyki filtrów z elementami ułamkowego rzędu z 
uwzględnieniem impedancji obciążenia 

 
 

Streszczenie. W pracy przedstawiono analizę wpływu obciążenia na parametry klasycznych filtrów reaktancyjnych i filtrów zawierających elementy 
ułamkowego rzędu. Badania prowadzono dla różnych obciążeń w postaci  impedancji falowej i wybranych rezystancji.  Porównano charakterystyki 
amplitudowe i fazowe analizowanych filtrów dolno- i górnoprzepustowych. Wyniki przedstawiono w postaci analitycznej oraz na wykresach. 

  
Abstract. This paper presents an analysis of the effect of loading on the parameters of classical reactance filters and filters containing fractional order 
elements. The research was carried out for different loads in the form of wave impedance and selected resistances.  The amplitude and phase 
characteristics of the analysed low- and high-pass filters were compared. The results are presented in analytical form and on graphs. (Characteristics 
of filters with fractional order elements considering load impedance) 

 
Słowa kluczowe: filtry reaktancyjne,  elementy ułamkowego rzędu, impedancja falowa. 
Keywords: reactance filters, fractional order elements, wave impedance. 
 
 

Wstęp 
Przy projektowaniu ciągłych filtrów analogowych 

stosowanych do przetwarzania sygnałów, do ich opisu 

stosuje się funkcja przenoszenia H(jω) [1-5]. Funkcja ta 

nazywana również transmitancją widmową filtru, jest funkcją 
zespoloną, zdefiniowaną jako:  

(1) 𝐻(𝑗𝜔) =
𝑈2(𝑗𝜔)

𝑈1(𝑗𝜔)
  = 𝐴(𝜔) ⋅ 𝑒𝑗𝜙(𝜔) 

gdzie: U2(jω), U1(jω) – zespolone wartości skuteczne 
napięcia wyjściowego i wejściowego. 

Pełny opis filtru wymaga użycia dwóch rzeczywistych 

funkcji częstotliwości: modułu A() i kąta przesunięcia 

fazowego (), nazywanych odpowiednio charakterystyką 

amplitudową i charakterystyką fazową filtru. Charakterystyki 
amplitudowe i fazowe przedstawione są zależnościami: 

(2) 𝐴(𝜔) = |𝐻(𝑗𝜔)|,   𝜙(𝜔) = 𝑎𝑟𝑔{𝐻(𝑗𝜔)} 

Klasyczna teoria filtrów reaktancyjnych zakłada, że filtry 
muszą pracować w stanie dopasowania falowego. Oznacza 
to, że analizie w takim przypadku podlegają współczynniki 
tłumienia i fazowy. Współczynniki te wskazują na sposób 
przenoszenia sygnału, czyli zmianę jego wartości i fazy [4- 
9]. 

W pracy stosowano do analizy filtrów z elementami 
niecałkowitego rzędu stosowano definicję Caputo, ponieważ 
w tym wypadku przy określaniu przekształcenia Laplace’a 
występują pochodne całkowitego rzędu dla warunków 
początkowych – co ma łatwą interpretację fizyczną. 
Stosowanie definicji Riemanna–Liouville’a napotyka tu 
pewne trudności, ponieważ występują tu pochodne 
niecałkowitego rzędu dla warunków początkowych, których 
interpretacja fizyczna nie jest wyjaśniona. 

Przedmiotem rozważań są klasyczne filtry reaktancyjne 
dolno- i górnoprzepustowe oraz filtry zawierające elementy 
ułamkowego rzędu. Zostaną przedstawione charakterystyki 
amplitudowe i charakterystyki fazowe dla pracy w stanie 
jałowym oraz przy obciążeniu impedancją falową i 
wybranymi rezystancjami [9-12]. 

 
Filtry w stanie jałowym 

Realizację klasyczną filtru reaktancyjnego 
dolnoprzepustowego przedstawiono na rys 1a natomiast 

jego odpowiednik z elementem niecałkowitego rzędu 
pokazano na rys. 1b. 
 

 
Rys.1. Filtr analogowy dolnoprzepustowy: a) realizacja klasyczna; 
b) realizacja niecałkowitego rzędu z elementem Cα. 

 
Rozpatrując klasyczny filtr analogowy w stanie jałowym 

przedstawiony na rysunku 1a otrzymuje się następującą 
transmitancję napięciową, charakterystykę amplitudową i 
fazową w stanie jałowym:  

(3a) 𝐻(𝑠) =
1

𝑠𝐶

𝑠𝐿+
1

𝑠𝐶

=
1

𝑠2𝐿𝐶+1
   

(3b) 𝐻(𝑗𝜔) =
1

1−𝜔2𝐿𝐶
 

(3c) 𝐴(𝜔) =
1

|1−𝜔2𝐿𝐶|
,   𝜙(𝜔) = {

0 𝑑𝑙𝑎  0 ≤ 𝜔 <
1

√𝐿𝐶

𝜋 𝑑𝑙𝑎 𝜔 >
1

√𝐿𝐶

 

Natomiast dla filtru niecałkowitego rzędu z elementem Cα 
przedstawionego na rys. 1b mamy odpowiednio: 

(4a) 𝐻(𝑠) =

1

𝑠𝛼𝐶𝛼

𝑠𝐿+
1

𝑠𝛼𝐶𝛼

=
1

𝑠𝛼+1𝐿𝐶𝛼+1
  

(4b) 𝐻(𝑗𝜔) =
1

(𝑗𝜔)𝛼+1𝐿𝐶𝛼+1
 

(4c) 𝐴(𝜔) =
1

|𝑗𝑒𝑗
𝛼𝜋
2 𝜔𝛼+1𝐿𝐶𝛼+1|

= 

= {1 − 2𝜔𝛼+1𝐿𝐶𝛼 𝑠𝑖𝑛 (
𝛼𝜋

2
) + 𝜔2𝛼+2𝐿2𝐶𝛼

2}
−0,5

 

(4d) 𝜙(𝜔) = −𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝜔𝛼+1𝐿𝐶𝛼 𝑐𝑜𝑠(

𝛼𝜋

2
)

1−𝜔𝛼+1𝐿𝐶𝛼 𝑠𝑖𝑛(
𝛼𝜋

2
)
 

Klasyczny filtr reaktancyjny górnoprzepustowy oraz filtr 

rzędu niecałkowitego z elementem L przedstawiono na 
rys. 2. 
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Rys.2. Filtr analogowy górnoprzepustowy: a) realizacja klasyczna; b) 
realizacja niecałkowitego rzędu z elementem Lα 

 
W stanie jałowym w ujęciu klasycznym dla rozpatrywanego 
filtru górnoprzepustowego otrzymujemy: 

(5a) 𝐻(𝑠) =
𝑠𝐿

𝑠𝐿+
1

𝑠𝐶

=
𝑠2𝐿𝐶

𝑠2𝐿𝐶+1
 

(5b) 𝐻(𝑗𝜔) =
−𝜔2𝐿𝐶

1−𝜔2𝐿𝐶
 

(5c) 𝐴(𝜔) =
𝜔2𝐿𝐶

|1−𝜔2𝐿𝐶|
 ,      𝜑(𝜔) = arg

−ω2LC

1−ω2LC
 

Analogiczne wielkości dla takiego filtru zawierającego 

element niecałkowitego rzędu L i otrzymujemy: 
 

(6a) 𝐻(𝑠) =
𝑠𝛼𝐿𝛼

𝑠𝛼𝐿𝛼+
1

𝑠𝐶

=
𝑠𝛼+1𝐿𝛼𝐶

𝑠𝛼+1𝐿𝛼𝐶+1
 

(6b) 𝐻(𝑗𝜔) =
(𝑗𝜔)𝛼+1𝐿𝛼𝐶

(𝑗𝜔)𝛼+1𝐿𝛼𝐶+1
= 

=
(𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶) ⋅ (𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 − 𝑠𝑖𝑛

𝛼𝜋

2
)

(1 − 𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 𝑠𝑖𝑛
𝛼𝜋

2
)

2

+ (𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 𝑐𝑜𝑠
𝛼𝜋

2
)

2 + 

    +𝑗
𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 𝑐𝑜𝑠

𝛼𝜋

2

(1 − 𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 𝑠𝑖𝑛
𝛼𝜋

2
)

2

+ (𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 𝑐𝑜𝑠
𝛼𝜋

2
)

2 

(6c) 𝐴(𝜔) =
(𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶)√(𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶)2−2𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 𝑠𝑖𝑛

𝛼𝜋

2
+1

(1−𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 𝑠𝑖𝑛
𝛼𝜋

2
)

2
+(𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 𝑐𝑜𝑠

𝛼𝜋

2
)

2  

(6d) 𝜙(𝜔) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 𝑐𝑜𝑠

𝛼𝜋

2

(𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶)2−𝜔𝛼+1𝐿𝛼𝐶 𝑠𝑖𝑛
𝛼𝜋

2

 

 
Filtry obciążone impedancją falową i wybranymi 

rezystancjami 

Przedmiotem rozważań są filtry elektryczne klasyczne 

oraz z elementami niecałkowitego rzędu obciążone 

impedancją falową i wybranymi rezystancjami. Ogólną 

postać rozważanych filtrów przedstawiono na rys. 3. 

 

FU1 Z

 
Rys. 3. Filtr obciążony impedancją falową i wybranymi rezystancjami 

 
Do opisu relacji między napięciami i prądami na 

zaciskach wejściowych i wyjściowych stosowane są 
następujące równania łańcuchowe: 

(7) [
𝑈1

𝐼1
] = 𝑨 [

𝑈2

−𝐼2
] ,  𝑨 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
] 

Impedancją falową filtru symetrycznego wyraża się wzorem: 

(8) 𝑍𝑓 = √
𝑎12

𝑎21
 

Dla klasycznego filtru dolnoprzepustowego macierz A 

przedstawia się następująco: 

(9) 𝑨 = [1 + 𝑍𝑌 2𝑍 + 𝑍2𝑌
𝑌 1 + 𝑍𝑌

] = [
1 − 𝜔2𝐿𝐶 2𝑗𝜔𝐿 − 𝑗𝜔3𝐿2𝐶

𝑗𝜔𝐶 1 − 𝜔2𝐿𝐶
] 

Tamowność dana jest zależnością: 

(9a) 𝑒𝑎+𝑗𝑏 = 𝑎11 + √𝑎12𝑎21 = 1 − 𝜔2𝐿𝐶 + 𝜔√𝐿𝐶√(𝜔2𝐿𝐶 − 2) 

Współczynniki tłumienia i fazowy przedstawione są 
zależnościami: 

(9b) 𝑎 = 𝑙𝑛 |1 − 𝜔2𝐿𝐶 + 𝜔√𝐿𝐶√(𝜔2𝐿𝐶 − 2)|  

(9c) 𝑏 = 𝑙𝑛𝑎𝑟𝑔 (1 − 𝜔2𝐿𝐶 + 𝜔√𝐿𝐶√(𝜔2𝐿𝐶 − 2)) 

Dla filtru zawierającego element niecałkowitego rzędu 
macierz A ma postać: 

(10) 𝑨 = [1 + 𝑍𝑌 2𝑍 + 𝑍2𝑌
𝑌 1 + 𝑍𝑌

] = [
1 + (𝑗𝜔)1+𝛼𝐿𝐶𝛼 2𝑗𝜔𝐿 + (𝑗𝜔)2+𝛼𝐿2𝐶𝛼

(𝑗𝜔)𝛼𝐶𝛼 1 + (𝑗𝜔)1+𝛼𝐿𝐶𝛼
] 

gdzie: 𝑌 = (𝑗𝜔)𝛼𝐶𝛼, 𝑍 = 𝑗𝜔𝐿,  
oraz: 

(10a) 𝑒𝑎+𝑗𝑏 = 1 + (𝑗𝜔)1+𝛼𝐿𝐶𝛼 + 𝑗𝜔√𝐿𝐶𝛼√(2(𝑗𝜔)𝛼−1 + (𝑗𝜔)2𝛼𝐿𝐶𝛼) 

Współczynniki tłumienia i fazowy przedstawione są 
zależnościami: 

(10b) 𝑎 = 𝑙𝑛|1 + (𝑗𝜔)1+𝛼𝐿𝐶𝛼 + 𝑗𝜔√𝐿𝐶𝛼√(2(𝑗𝜔)𝛼−1 + (𝑗𝜔)2𝛼𝐿𝐶𝛼)|  

(10c) 𝑏 = 𝑙𝑛[𝑎𝑟𝑔(1 + (𝑗𝜔)1+𝛼𝐿𝐶𝛼 + 𝑗𝜔√𝐿𝐶𝛼√(2(𝑗𝜔)𝛼−1 + (𝑗𝜔)2𝛼𝐿𝐶𝛼))] 

Odpowiednio, macierze A oraz tamowność i wynikające z 

niej współczynniki tłumienia i fazowy dla filtru 
górnoprzepustowego dane są zależnościami: 

(11a) 𝑒𝑎+𝑗𝑏 = 1 −
1

𝜔2𝐿𝐶
+

1

𝜔√𝐶𝐿
√(

1

𝜔2𝐶𝐿
− 2) 

(11b) 𝑎 = 𝑙𝑛 |1 −
1

𝜔2𝐿𝐶
+

1

𝜔√𝐶𝐿
√(

1

𝜔2𝐶𝐿
− 2)| 

(11c) 𝑏 = 𝑙𝑛 [𝑎𝑟𝑔 (1 −
1

𝜔2𝐿𝐶
+

1

𝜔√𝐶𝐿
√(

1

𝜔2𝐶𝐿
− 2))] 

 
Odpowiednie zależności dla filtru z elementem 
niecałkowitego rzędu nożna zapisać następująco: 

(12a) 𝑒𝑎+𝑗𝑏 = 1 −
1

(𝑗𝜔)1+𝛼𝐿𝛼𝐶
+ √(

2

(𝑗𝜔)1+𝛼𝐶𝐿𝛼
−

1

(𝑗𝜔)2𝛼𝜔2𝐶2𝐿𝛼
2 ) 

(12b) 𝑎 = 𝑙𝑛 |1 −
1

(𝑗𝜔)1+𝛼𝐿𝛼𝐶
+ √(

2

(𝑗𝜔)1+𝛼𝐶𝐿𝛼
−

1

(𝑗𝜔)2𝛼𝜔2𝐶2𝐿𝛼
2 )| 

(12c) 𝑏 = 𝑙𝑛 [𝑎𝑟𝑔 (1 −
1

(𝑗𝜔)1+𝛼𝐿𝛼𝐶
+ √(

2

(𝑗𝜔)1+𝛼𝐶𝐿𝛼
−

1

(𝑗𝜔)2𝛼𝜔2𝐶2𝐿𝛼
2 ))] 

Jeśli chodzi o impedancję falową, to  dla filtra klasycznego 
 ( wobec (8) i (9)):  

(13a) 𝑍𝑓 = √
2𝐿−𝜔2𝐿2𝐶

𝐶
 

Natomiast dla filtra ułamkowego rzędu (10) impedancja 
fazowa wynosi: 

(13b) 𝑍𝑓𝛼 = √
2𝑗𝜔𝐿+(𝑗𝜔)2+𝛼𝐿2𝐶𝛼

(𝑗𝜔)𝛼𝐶𝛼
 

Przy analizie filtrów bardzo rzadko korzysta się z impedancji 
wejściowej, Takie podejście wydaje się bardzo przydatne, 
gdy chce się  uwzględnić obciążenie filtra. Impedancja 



62                                                                               PRZEGLĄD ELEKTROTECHNICZNY, ISSN 0033-2097, R. 101 NR 1/2025 

wejściowa czwórnika obciążonego impedancją Z0  wyraża 
się wzorem 

(14) 𝑍𝑤𝑒 =
𝑎11𝑍𝑜+𝑎12

𝑎21𝑍𝑜+𝑎22
 

Dla filtra klasycznego (9) można więc napisać 

(14a) 𝑍𝑤𝑒 =
(1−𝜔2𝐿𝐶)𝑍𝑜+2𝑗𝜔𝐿−𝑗𝜔3𝐿2𝐶

𝑗𝜔𝐶𝑍𝑜+1−𝜔2𝐿𝐶
 

a dla  filtra ułamkowego rzędu (10) impedancja wejściowa 
wynosi 

(14b) 𝑍𝑤𝑒 =
1+(𝑗𝜔)1+𝛼𝐿𝐶𝛼𝑍𝑜+2𝑗𝜔𝐿+(𝑗𝜔)2+𝛼𝐿2𝐶𝛼

(𝑗𝜔)𝛼𝐶𝛼𝑍𝑜+1+(𝑗𝜔)1+𝛼𝐿𝐶𝛼
 

Powyższe wzory będą podstawą do badań symulacyjnych. 
 
Badania symulacyjne 

Badania symulacyjne przeprowadzono dla filtru 

dolnoprzepustowego. W pierwszym etapie (L=1H, C=10 F) 
wyznaczono charakterystyki amplitudowe i fazowe dla filtru 

klasycznego (rys. 1.a) i ułamkowego rzędu (rys. 1.b) (dla   = 
0,9; 0,8 i 0,7). Dla porównania umieszczono sporządzone 
charakterystyki na tych samych rysunkach. Na rys. 4 
pokazano widmo amplitudowe a na rys. 5 widmo fazowe. 

 
 

 
f [Hz] 

Rys. 4. Charakterystyka amplitudowa w funkcji częstotliwości dla 

wybranych wartości rzędów parametru   

 
 

 
Rys. 5. Charakterystyka fazowa w funkcji częstotliwości dla 

wybranych wartości rzędów parametru  

 
 

Następnie dla filtrów (L=1H, C=5F) wyznaczono zależność 
współczynnika tłumienia i współczynnika fazowego od 
częstotliwości. Wyniki przedstawiono na rys. 6 i 7. 
 

 
 
Rys. 6. Zależność współczynnika tłumienia w funkcji częstotliwości 

dla filtru z klasycznymi elementami ( =) oraz filtru niecałkowitego 
rzędu, dla 0,9; 0,8 i 0,7. 

 

 
Rys. 7. Zależność współczynnika fazowego w funkcji częstotliwości 

dla filtru z klasycznymi elementami ( =) oraz filtru niecałkowitego 
rzędu, dla 0,9; 0,8 i 0,7. 

 
Dalsza część badań dotyczyła impedancji falowej 
analizowanych czwórników. Na rys 8 zamieszczono moduł 
impedancji falowej a na rys. 9 jej argument. 
 

 
Rys. 8. Moduł impedancji falowej w funkcji częstotliwości dla filtru z 

klasycznymi elementami ( =) oraz filtru niecałkowitego rzędu, dla 
0,9; 0,8 i 0,7 

 
Ostatni etap badań dotyczył wyznaczenia impedancji 

wejściowej filtra obciążonego rezystancją równą 
pierwiastkowi z z ilorazu L przez C. Takie obciążenie jest 
praktycznie wykorzystywane w badaniach 
eksperymentalnych filtra. Przebiegi przedstawiono na rys. 10 
– moduł impedancji wejściowej a na rys 11 jej fazę. 
 

A
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Rys. 9. Argument impedancji falowej w funkcji częstotliwości dla filtru 

z klasycznymi elementami ( =) oraz filtru niecałkowitego rzędu, dla 
0,9; 0,8 i 0,7 

 

 
Rys. 10. Moduł impedancji wejściowej w funkcji częstotliwości dla 

filtru z klasycznymi elementami ( =) oraz filtru niecałkowitego 
rzędu, dla 0,9; 0,8 i 0,7 

 

 
Rys. 11. Argument impedancji wejściowej w funkcji częstotliwości 

dla filtru z klasycznymi elementami ( =) oraz filtru niecałkowitego 
rzędu, dla 0,9; 0,8 i 0,7 

 

Wnioski 

Analizując przedstawione wykresy, można zauważyć, że 
przebiegi analizowanych wielkości dla filtrów klasycznych 

( =) są zgodne z przedstawionymi w licznych 
podręcznikach i publikacjach, natomiast dla filtrów 
ułamkowego rzędu, wykazują przesunięcie punktów 
charakterystycznych w kierunku wyższych częstotliwości. 
Nowym podejściem jest tu analiza impedancji wejściowej 
pozwalająca na uwzględnienie rzeczywistego obciążenia 
filtrów. 
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