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Streszczenie: W artykule przeanalizowano zmodyfikowany algorytm dopasowania do sinusa (SFA), ktéry umozliwia bezposred-
nie wyznaczenie warto$ci sktadowych zespolonego stosunku napiec¢ (CVR). Zastosowana modyfikacja polega na wykorzystaniu
wsp6tczynnikéw otrzymanych algorytmem SFA dla jednego z napiec do generacji sktadowych synfazowej i kwadraturowe] tego
napiecia. W drugim kroku algorytmu otrzymuije sie wartosci sktadowych CVR poprzez odniesienie drugiego z powyiszych napiec
do obliczonych sktadowych | oraz Q. Przedstawiono przyktad wykorzystania zaproponowanej modyfikacji do wyznaczenia skta-
dowych impedancji wzorca indukcyjnosci wiasnej oraz wzorca pojemnosci. Wyniki analizy zostaty zweryfikowane pomiarami
przeprowadzonymi w uktadzie mostka cyfrowego z dwukanatowym digitizerem.

Stowa kluczowe: dopasowanie do sinusa, zespolony stosunek napie¢, pomiary impedancji, algorytmy numeryczne.

Abstract: This paper analyzes a modified sine-fitting algorithm (SFA) that allows direct determination of the complex voltage
ratio (CVR) components. The applied modification consists in using the coefficients obtained by the SFA algorithm for one of the
voltages to generate the in-phase and quadrature) components with this voltage. In the second step of the algorithm, the values
of the CVR components are obtained by referring the second voltage to the calculated | and Q components. An example of us-
ing the proposed modification to determine the components of a self-inductance standard and a capacitance standard is pre-
sented. The analysis results were verified by measurements carried out in a digital bridge system with a two-channel digitizer.

Keywords: sine-fitting, complex voltage ratio, impedance measurements, numerical algorithms

Wstep

Pomiary zespolonego stosunku napi¢é¢ (CVR) syg-
naléw sinusoidalnych sa realizowane w systemach
wzorcujacych, pomiarach impedancji i kalibracji
wzorcOw rezystancji napigciem przemiennym (AC),
kalibracji dwukanatowych zrédet cyfrowych napig-
cia przemiennego, pomiarach mocy i innych pomia-
rach wymagajacych oszacowania parametrow dwoch
sygnatéw harmonicznych [1] — [6]. Do wyznaczania
sktadowych CVR metoda probkowania stosowane sg
rézne algorytmy rekonstrukcji parametréw probkowa-
nych napi¢é. Wykorzystuje si¢ tutaj algorytmy oparte
na dyskretnej transformacie Fouriera (DFT), dopaso-
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waniu do sygnatu sinusoidalnego (SF) lub dopasowa-
niu do elipsy (EF) [7] —[10].

W algorytmach SF istotna jest informacja dotycza-
ca chwili probkowania kolejnych warto$ci przetwarza-
nych sygnatow. Gdy probkowanie jest synchroniczne,
stosowany jest algorytm 3-parametrowy (3pSF). Kie-
dy nalezy wyznaczy¢ dodatkowo czgstotliwo$é mie-
rzonych napi¢¢ wykorzystuje si¢ algorytmy iteracyjne
— 4-parametrowy (4pSF) Iub 7-parametrowy (7pSF)
[7], [9]. Wszystkie algorytmy dopasowania do sinu-
sa, w oparciu o metod¢ najmniejszych kwadratdw,
umozliwiaja wyznaczenie sktadowych ortogonalnych
w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych oraz skta-
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dowej stalej estymowanych napi¢¢. Realizacja takich
algorytméw dla obu poréwnywanych napie¢ umozli-
wia obliczenie sktadowych CVR. W przedstawionym
artykule zaproponowano modyfikacje algorytmu do-
pasowania do sinusa, polegajaca na implementacji
techniki rozdzielenia jednego z sygnatéw na sktado-
wa synfazowa (I) i kwadraturowa (Q), ktdre sg nastep-
nie wykorzystywane do bezposredniego wyznaczenia
skladowych zespolonego stosunku napi¢é. Przedsta-
wiona technika realizuje metoda algorytmiczng znang
zasade detekcji fazoczulej.

Standardowy 3-parametrowy
algorytm dopasowania do sinusa
(3pSF)

Zastosowanie algorytmu 3pSF dla N-elementowych
sekwencji probkowanych napie¢ u, (n), u, (n):

u(n)=U,, sin(onT, +y,)+ U,
D uy ) =U,, sin(onT, +y) +Uop, ’

gdzie: n=0,1,2,..., N-1, U_,, U,

ml> ~m2

sg amplitudami, U,,, Uy,
— sktadowymi statymi, @ = 2nf jest pulsacja, 7, — okresem
probkowania, ,, y, — fazami poczatkowymi probkowanych
sygnatow sinusoidalnych o czgstotliwosci f, polega na wy-
znaczeniu ich sktadowych ortogonalnych oraz sktadowej
statej. Ich suma opisana jest rownaniem:

) u;(n) = A, cosw;n+ B; sinw;n+C;

i=L2, n=0,L..,N-1, w,=24/f,

gdzie:
(3) 4;,=U,;siny,,

B =U,;cosy;, C;=Uy,.

Wspotczynniki s, =(4;, B;, C;)" wyznacza si¢
metodg najmniejszych kwadratow:

(4) s, =(D/D,)"'D/u,,

gdzie: u, = (u,0),...,u(n),...u(N-1))7,
1 0 1

D. = cosQl-n sinQ,-n 1

1

cos@.(N-1) sin@(N-1) 1

Na podstawie odniesionych do osi kartezjanskiego
uktadu wspotrzednych amplitud sktadowych ortogo-

B s

RZEGLAD

EKTROTECHNICZNY

nalnych (rys.1), zawartych w wektorach wspdtczyn-
nikéw s, s,, obliczonych dla obu poréwnywanych na-
pig¢, wyznacza si¢ skladowe zespolonego stosunku
napie¢ [9]:

U A,A, + BB . A,B, — A,B
) =2 AhrBB  AB 4B,
U, A + B; A + B;
a) b)
Ay Ay
: By [ u,
: 231
B
A1 x Ay X
iR ) ............................ )

Rys.1. Rozktad napie¢ u, iu, na sktadowe ortogonalne wyznaczone
standardowym algorytmem dopasowania do sinusa

Zmodyfikowany 3-parametrowy
algorytm dopasowania do sinusa
(m3pSF)

Proponowany algorytm jest realizowany w dwoch
etapach. Pierwszy polega na wyznaczeniu sktado-
wej synfazowej (I) i kwadraturowej (Q) napigcia u,
na podstawie elementow wektora wspotczynnikow s,
otrzymanego ze wzoru (4) algorytmem 3pSF dla pro-
bek napigcia u,. Przyjmujac, ze sktadowa kwadratu-
rowa wyprzedza sktadowa synfazowa, odpowiadajace
tej sktadowej wspotczynniki mozna obliczyé poprzez
obrot elementow 4, B, o kat n/2. Wtedy uwzglednia-
jac (3) otrzymuje sie:

Ay =4
(5) By =B,
By =U, cos(m/2+y ) =-4.
Stad:
! ! 0
(6) (u1I “1Q)= cos :an sin :an (gi _B;llj'

cos 2, .(N—l) sin iN -1
Wspotczynniki (5) sg podstawg do modyfikacji
elementéw macierzy D,:

4 B, 0
(7 D,, =D,| B, -4, 0 :(“11 U IN),
0 0 1

gdzie 1, jest N-elementowym wektorem jedynek.

Drugi etap realizacji algorytmu polega na wyko-
rzystaniu macierzy (7) do wyznaczenia parametrow
Som = (4om> Bom, Com)' napiccia u, na podstawie
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wzoru (4) 1 prowadzi do bezposredniego wyznaczenia
sktadowych zespolonego stosunku napigc:

U
(®) r==%=dy, +jBy,.
U, " "

Na rys.2 przedstawiono zasade dziatania zmodyfi-
kowanego algorytmu dopasowania do sinusa.

a)
2%

uj

Rys.2. Rozktad napiecia u, na sktadowe ortogonalne: synfazowa u,
i kwadraturowg u,q, obliczone zmodyfikowanym algorytmem dopaso-
wania do sinusa wraz z rzutami napiecia u, na kierunki wyznaczone
przez te sktadowe.

Zastosowanie w pomiarach
sktadowych impedanc;ji

Przyktadem ilustrujacym wykorzystanie zapropo-
nowanego algorytmu jest wyznaczenie sktadowych
impedancji w uktadzie mostka cyfrowego z dwuka-
nalowym digitizerem prébkujacym napigcie u, (1) na
mierzonej impedancji Z, oraz, proporcjonalne do pra-
du, napiecie u, (1), na szeregowym rezystorze wzor-
cowym R,. Wtedy

9) r=Z,=R

=)

Procedura realizacji algorytmu zalezy od przyjete-
go schematu zastgpczego impedancji. Jezeli
(10) Z, =Ry +]jX,,

to napigcie u,(n) jest sumg dwoch sktadowych ortogo-
nalnych: synfazowej i kwadraturowej z pradem v, (n)/R,:

(11) u,(n) =R, ”1;2(”) X, U (”1).

1 R,
Sktadowe impedancji Z, mozna wigc obliczy¢ na
podstawie zmodyfikowanej macierzy (7) ze wzoru:
_ T _ T Iy T
(12) Som = (Ry, X5, C5)" =Ri(Dy,Dyy) Dyuasy.
Dla impedancji o réwnoleglym schemacie zastep-
czym prad u, (n)/R,, ptynacy przez impedancj¢ Z,, jest
sumg dwoch sktadowych ortogonalnych: synfazowej
i kwadraturowej z napigciem u, (n):
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uy(n) _uy(n) (1)
(13) R, R ' X,

W tym przypadku, w odréznieniu od dwojnika sze-
regowego, wyznacza si¢ sktadowe napigcia u,;, u 20
, zmodyfikowana macierz D, i ostatecznie sktadowe
impedancji:

(14) s =R, X', C)" =R(D{,,Dy,) ' Dy, .

Dla struktury rownolegtej otrzymuje si¢ wigc skta-
dowe admitancji ¥,

Roéwnolegta struktura impedancji jest na ogoét
przyjmowana dla wzorcow pojemnosci. W przypad-
ku wyznaczania wartosci sktadowych takich wzorcow
impedancji, podaje si¢ warto$¢ sktadowej dominuja-
cej oraz sktadowej resztkowej definiowanej dla wzor-
ca pojemnosci poprzez tangens kata stratnosci tand.

Po uwzglednieniu, ze dla impedancji o rownole-
glym schemacie zastgpczym:

X, 1

tand, =—== ,
R, wR,C,

(15)

rownanie (13) mozna przedstawi¢ jako:

uy(n)
R

1

(16)

uZQ (n) = X2 _tan52 U (}’Z)

Zmodyfikowang macierz D, nalezy zbudowac z wek-
torow:
-1

7) D, :(Rl u —uy lN):

a poszukiwane parametry wyznaczy¢ metodg naj-

mniejszych kwadratow ze wzoru:

(18) S =(X,,tand,,0)" =D D) ' Dyuy,.
Stosowany w mostku rezystor wzorcowy R, nie

jest elementem idealnym i charakteryzuje si¢ stalg

czasowa 7. Sktadowa synfazowa napiecia u, nie jest

wigc w fazie z pradem plynacym przez impedancje

Z,. Wykorzystujac wyznaczone wspotczynniki (5)

mozna skorygowac przesuni¢cie fazowe sktadowych

Uy, U, zwigzane z warto$cia statej czasowe;j:

Af A A
19a L= =(1+a)r 0 )( 1),
(192) (ij (Bﬁj 0 1-wr/\B
A |_[ B

(19b)
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Po podstawieniu do (7) skorygowanych wartosci
wspolezynnikow (19), ze wzoru (12) mozna wyzna-
czy¢ skorygowane warto$ci sktadowych impedancji Z,
o strukturze szeregowej. Rowniez dla struktury roéw-
noleglej mozna skorygowac przesunigcie fazowe na-
pigcia u, zwigzane z warto$cig stalej czasowej 7 re-
zystora wzorcowego R,. Poniewaz znane sg warto$ci
wspotczynnikoéw 4,1 B,, mozna skorygowacé sktadowe
u,, u,, tak, aby uzyskac¢ zgodnos¢ faz sktadowej syn-
fazowej tego napigcia z pragdem plyngcym przez rezy-
stor R,.

Wyniki pomiaréw

Eksperymentalng weryfikacje zmodyfikowanych
algorytméw dopasowania do sinusa przeprowadzo-
no z wykorzystaniem systemu pomiarowego opartego
o czteroportowy (ang. four-terminal pair, 4TP) [11])
mostek impedancyjny typu probkujgcego. System ten,
rozwijany obecnie w ramach wspoélpracy Politechniki
Slaskiej, Uniwersytetu Zielonogérskiego i Gtownego
Urzedu Miar, zostat szczegdtowo opisany w pracach
[12]1[13]. Mostek wykorzystano do pomiaru sktado-
wych impedancji tréjzaciskowego wzorca indukcyj-
nosci wilasnej IET Labs 1482-L o wartoéci znamiono-
wej 100 mH oraz czteroportowego wzorca pojemnosci
L52-2/21, o warto$ci znamionowej 10 nF, skonstru-
owanego w ramach wspolpracy Politechniki Slaskiej
z Glownym Urzedem Miar [14]. Wartos$ci rzeczywiste
wzorcow 1482-L 1 L52-2/21 podano w pierwszej ko-
lumnie Tabeli 1. Dla cewki wzorcowej wartos¢ induk-
cyjno$ci odpowiada konfiguracji trojprzewodowe;,
a niepewnos¢ jej wyznaczenia wynosi 0,01%. Wartos¢
rezystancji cewki podano na §wiadectwie z niepewnos-
cig 0,05%. Wartos¢ pojemnosci wzorca L52-2/21 zo-
stata zmierzona w szwajcarskim Krajowym Instytucie
Metrologicznym METAS w uktadzie czteroportowym
z niepewnosciag 0,001%, natomiast wartos¢ wspot-
czynnika strat dielektrycznych zmierzono z niepew-
noscig 2x107. Podczas eksperymentow wykonywa-
nych w ramach niniejszej pracy wzorzec indukcyjnosci
wyposazono w adapter czteroportowy skonstruowany
w Gtownym Urzedzie Miar w celu dostosowania po-
laczen wzorca do komparacji w uktadzie koncentrycz-
nym czteroprzewodowym, charakterystycznym dla
wykorzystywanego mostka probkujacego. Ze wzgle-
du na relatywnie duzy wspolczynnik temperaturowy
wzorca indukcyjnoéci wiasnej (rzedu 30 ppm/K) wzo-
rzec indukcyjnoséci umieszczono w termostacie skon-
struowanym na Politechnice Slqskiej [15]. Pomiar po-
legat na wyznaczeniu warto$ci zespolonego stosunku
napi¢¢ na mierzonej impedancji oraz szeregowo pota-
czonym wzorcu rezystancji R, o bardzo matych para-
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metrach resztkowych [14]. Dla komparacji z udziatem
wzorca indukcyjnosci wykorzystano wzorzec Vishay
HZ o parametrach: R,=999,9940 Q, 7=-3 ns, natomiast
wzorzec pojemnosci komparowano z rezystorem Vis-
hay HZ o parametrach R,=9,999867 kQ, =5 ns. Po-
rownywane impedancje byty zasilane dwoma cyfro-
wymi zrodtami napigcia sinusoidalnego opisanymi
w pracy [5] o czestotliwosci /= 1 kHz. Po zréwno-
wazeniu mostka, napigcia na tych impedancjach byly
probkowane synchronicznie przez dwa 24-bitowe tory
przetwarzania analogowo-cyfrowego, zawarte w mo-
dule NI PX1-4461, z czestotliwoscig 100,50 kHz. War-
toéci sktadowych impedancji uzyskano jako $rednig
z serii 10 pomiaroéw, zawierajacych po N=2001 pro-
bek, co spetia warunek koherentnego probkowania.
Wyniki otrzymane zaproponowanym zmodyfikowa-
nym algorytmem m3pSF poréwnano z obliczonymi
algorytmem FFT i zestawiono w tabeli 1. Dodatkowo
zamieszczono tutaj rowniez wyniki uwzgledniajace
korekcje przesunigcia fazowego zwigzanego ze statg
czasowa 7 wzorca rezystancji R,.

Tabela 1. Wyniki pomiaréw sktadowych impedancji wzorca indukcyj-
nosci i pojemnosci

Impedancja Wyniki pomiaréw
FFT m3pSF m3pSF
korekcjat
7R+l 84,9170 84,9170 84,9210
R,=84,930Q 100,03114 mH 100,03114 mH 100,03105 mH
1,7100,027 mH
V=G, jw(, 10,001265 nF 10,001265 nF 10,001285 nF
(;=10,000531 nF 5,1x10-¢ 5,1x10-¢ 4,8x10-°
tand=3,5x10-

Wyniki pomiaréw sktadowych dominujacych badanych
wzorcOw nie réznig si¢ (w granicach niepewnosci, ktora osza-
cowano na podstawie wyznaczonego odchylenia standardowe-
go odpowiednio na poziomie 0,11 mH oraz 0,8 pF) od warto-
sci referencyjnych. Warto$¢ rezystancji wzorca indukcyjnosci
réwniez miesci si¢ w granicach niepewnosci wzorca (odchyle-
nie standardowe wynosito 0,02 Q). Dla wzorca indukcyjnosci
roznice w wartosci indukcyjnosci miedzy wartoscia referencyj-
ng i otrzymang z pomiardw wynikaja z innego, trojprzewo-
dowego modelu przyjetego przez laboratorium odniesienia.
Ponadto dla obu sktadowych wzorcow L i C réznice w wartos-
ciach moga by¢ wynikiem réznych wzmocnien kanatow digi-
tizera. Roznice te sg szczegdlnie widoczne dla wspotczynnika
strat dielektrycznych tand. W tym przypadku sktadowa katowa
btedu digitizera moze przekracza¢ warto$¢ kata J. Na otrzyma-
ne wyniki wptywa ponadto nieliniowo$¢ charakterystyk prze-
twarzania digitizera [16], [17]. Zauwazalny jest jednak wptyw
korekcji statej czasowej wzorca rezystancji na uzyskane wyni-
ki. Wartosci sktadowych wzorca pojemnosci obliczone ze wzo-
ru (18) nie odbiegaly od uzyskanych pozostatymi algorytmami.
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Podsumowanie

Uzyskane wyniki pomiaréw potwierdzity mozli-
wos¢ wykorzystania proponowanych modyfikacji al-
gorytmu dopasowania do sinusa do bezposredniego
wyznaczenia sktadowych zespolonego stosunku na-
pig¢, w szczegolnosci w uktadach do pomiaru skta-
dowych impedancji. Ze wzgledu na bledy wzmocnie-
nia kanatow digitizera, uzyskane wyniki nie r6znia si¢
od wyznaczonych standardowym algorytmem FFT.
Dalsze badania bedg ukierunkowane na zmniejszenie

OPEN aACCESS

wplywu tego btedu poprzez wykorzystanie metody
przetaczania kanatow [9]. W kolejnym etapie badan,
zwigkszenie doktadno$ci pomiaru tangensa kata strat-
no$ci moze by¢ uzyskane przez zastosowanie metody
obrotu sktadowych I oraz Q napigcia u, o kat zapew-
niajgcy wyrownanie warto$ci wspotczynnikow wekto-
ra parametrow s, .

Przyjeto: 13.08.2025, zaakceptowano: .19.08.2025,
opublikowano: 29.08.2025
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