
PRZEGLĄD ELEKTROTECHNICZNY, R. 101 NR 11/20252

Piotr GNACIŃSKI1, Damian HALLMANN2

ORCID: 10000-0003-3903-0453, 20000-0003-4129-8336
DOI: 10.15199/48.2025.11.1

Rozruch silnika indukcyjnego zasilanego 
napięciem zawierającym subharmoniczne

Start-up of induction motor  
supplied with voltage containing subharmonics

	 1	 prof. dr hab. inż. Piotr Gnaciński, Uniwersytet Morski w Gdyni, Katedra Elektroenergetyki Okrętowej, ul. Morska 81-87, 81-225 Gdynia,  
e-mail: p.gnacinski@we.umg.edu.pl

	 2	 dr inż. Damian Hallmann, Uniwersytet Morski w Gdyni, Katedra Elektroenergetyki Okrętowej, ul. Morska 81-87, 81-225 Gdynia,  
e-mail: d.hallmann@we.umg.edu.pl
Adres do korespondencji: d.hallmann@we.umg.edu.pl

Streszczenie: W niektórych systemach elektroenergetycznych w przebiegu napięcia mogą występować subharmoniczne i in-
terharmoniczne – odpowiednio składowe o częstotliwości mniejszej, niż składowa podstawowa lub niebędące jej całkowitą 
wielokrotnością. Subharmoniczne i interharmoniczne wywierają szczególnie negatywny wpływ na maszyny wirujące. W artykule 
zawarto analizę wpływu subharmonicznych napięcia na rozruch silnika indukcyjnego. Wyniki dwuwymiarowych obliczeń polow-
ych przedstawiono dla silnika indukcyjnego klatkowego o mocy 3 kW.
Słowa kluczowe: silnik indukcyjny, interharmoniczne, metoda elementów skończonych, subharmoniczne
Abstract: In some power systems there may occur voltage subharmonics and interharmonics – components of frequency less 
than the fundamental component or not being its integer multiple, respectively. Subharmonics and interharmonics exert par-
ticularly harmful impact on the rotating machinery. This paper discusses the effect of voltage subharmonics on the start of an 
induction motor. Results of 2D finite method computations are presented for a 3-kW cage induction motor.
Keywords: induction motor, interharmonics, finite element method, subharmonics

Wstęp
W systemie elektroenergetycznym powszechnie 

występują różne zaburzenia jakości napięcia, jak od-
chylenia napięcia od wartości znamionowej, asyme-
tria napięcia, zapady napięcia, wahania napięcia oraz 
odkształcenia napięcia od przebiegu sinusoidalnego 
[1]. Odkształcenia napięcia w praktyce oznaczają, że 
przebieg napięcia zawiera dodatkowe składowe czę-
stotliwościowe. Zazwyczaj są to harmoniczne, nie-
mniej mogą również występować składowe o często-
tliwościach niższych, niż podstawowa harmoniczna 
(np. 10 Hz) lub wyższych, ale niebędących całkowi-
tą wielokrotnością częstotliwości harmonicznej pod-
stawowej (np. 80 Hz), czyli odpowiednio subhar-
moniczne i interharmoniczne. Subharmoniczne 
często uważa się za szczególny przypadek interhar-
monicznych (subsynchroniczne interharmoniczne), 
niemniej w niektórych pracach [2–7] traktuje się je 
jako osobne zaburzenie jakości napięcia ze względu 
na specyficzne oddziaływanie na odbiorniki energii 
elektrycznej [1].

Należy nadmienić, że cykliczne wahania napię-
cia o przebiegu sinusoidalnym wiążą się z obecnością 
subharmonicznej i interharmonicznej napięcia o jed-
nakowych amplitudach oraz częstotliwościach sy-
metrycznych względem częstotliwości harmonicznej 
podstawowej (np. 35 Hz i 65 Hz w systemie elektro-
energetycznym o częstotliwości znamionowej 50 Hz) 
[1, 4, 8, 9]. Z tego względu w literaturze przedmiotu 
określa się je mianem symetrycznych interharmonicz-
nych lub symetrycznym subharmonicznych i interhar-
monicznych [4, 8]. W zależności od ich kąta fazowego 
[8], wahania napięcia mogą przyjąć postać modulacji 
amplitudy napięcia, modulacji fazy lub może wystąpić 
przypadek pośredni [1, 4, 8]. Warto dodać, że waha-
nia napięcia występujące w rzeczywistych systemach 
elektroenergetycznych [10–14] rzadko przyjmują po-
stać sinusoidalnej modulacji napięcia, znacznie czę-
ściej spotyka się wahania o przebiegu prostokątnym 
ze skokową zmianą napięcia [11, 12]. W praktyce, 
cykliczne wahania napięcia o dowolnym przebiegu 
funkcji modulującej można traktować jako przypadek 
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jednoczesnego występowania modulacji sinusoidal-
nych o różnych częstotliwościach [4, 15].

Subharmoniczne, interharmoniczne oraz powiąza-
ne z nimi wahania napięcia zazwyczaj są spowodowa-
ne pracą urządzeń energoelektronicznych, odnawial-
nych źródeł energii oraz odbiorników pobierających 
zmienną w czasie moc [16–29].

Szczególnie znaczącym źródłem subharmonicz-
nych i interharmonicznych są układy podwójnego 
przetwarzania (double conversion systems) – urządze-
nia energoelektroniczne łączące dwa systemy o róż-
nych częstotliwościach poprzez obwód pośredniczący 
prądu stałego, np. falowniki [23]. Ponieważ konden-
sator lub dławik znajdujący się w obwodzie pośred-
niczącym ma ograniczoną pojemność (lub indukcyj-
ność), występują w nim pulsacje napięcia (lub prądu) 
[23, 28]. Ich skutkiem może być obecność subharmo-
nicznych i interharmonicznych zarówno w sieci zasi-
lającej, jak i w napięciu wyjściowym [19, 21, 23, 24, 
28]. W [21], w systemie o częstotliwości znamiono-
wej 60 Hz zarejestrowano subharmoniczną o wartości 
0,9% i częstotliwości 45 Hz występującą jednocześnie 
z interharmonicznymi o wartościach 0,89% – 1,17% 
i częstotliwościach od 135 Hz do 405 Hz. Ich obec-
ność była spowodowana pracą falowników wielkiej 
mocy zasilających silniki indukcyjne [21]. Innym 
urządzeniem energoelektronicznym, którego praca 
powoduje występowanie rozważanych zaburzeń jest 
cyklokonwerter [23].

Subharmoniczne i interharmoniczne napięcia są 
również generowane przez odnawialne źródła energii, 
takie jak elektrownie wiatrowe i instalacje fotowol-
taiczne [1, 20, 22, 25, 26, 27]. Przykładowo, w [22] 
odnotowano liczne subharmoniczne i interharmonicz-
ne w prądzie oddawanym do sieci przez instalację fo-
towoltaiczną. Najważniejsze składowe miały czę-
stotliwość 12,5 Hz, 26,3 Hz (dominująca składowa 
subharmoniczna), 40,1 Hz, 48,9 Hz, 53,9 Hz, 57,6 Hz, 
60,2 Hz, a ich wartość wynosiła od ok. 5% do ponad 
10% składowej podstawowej prądu. Należy również 
nadmienić, że szczególnie znaczące poziomy subhar-
monicznych napięcia (1–2%) oraz interharmonicz-
nych (4%) zaobserwowano w stanach awaryjnych 
elektrowni wiatrowych [26, 27].

Znaczącym źródłem subharmonicznych i interhar-
monicznych są odbiorniki pracujące ze zmienną 
w czasie mocą, takie jak piece łukowe [23] oraz silniki 
asynchroniczne i synchroniczne napędzające urządze-
nia o zmiennym momencie oporowym, np. kompreso-
ry tłokowe [16, 17, 28, 29]. W [29] praca kompresora 
o mocy 7,5 kW powodowała obecność w napięciu za-
silającym niesymetrycznej subharmonicznej o często-
tliwości 37.5 Hz i wartości od ok. 0,2% do ok. 0,5% 

oraz interharmonicznej o częstotliwości 62,5 Hz i war-
tości od 0,1% do 0,4%.

Niektóre odbiorniki (np. silniki indukcyjne, pro-
stowniki diodowe) zasilane napięciem zawierającym 
interharmoniczną dodatkowo generują subharmonicz-
ne [9, 18, 23]. Przykładowo, jeśli w napięciu zasila-
jącym występuje interharmoniczna o częstotliwości 
120 Hz, w prądzie pobieranym przez prostownik dio-
dowy występuje zarówno interharmoniczna o często-
tliwości 120 Hz, jak i subharmoniczna o częstotliwo-
ści 20 Hz [23]. Analogiczna sytuacja występuje, gdy 
napięcie zasilające zawiera subharmoniczną o często-
tliwości 20 Hz.

Należy wspomnieć, że niektórzy operatorzy sys-
temów elektroenergetycznych wykorzystują interhar-
moniczne napięcia jako sygnał telekomunikacyjny [1].

Subharmoniczne, interharmoniczne i powiązane 
z nimi wahania napięcia zakłócają pracę różnych urzą-
dzeń elektrycznych. Powodują między innymi, zjawi-
sko migotania światła [1, 7, 8, 11, 14], nasycenie rdze-
ni transformatorów energetycznych i pomiarowych [2, 
7, 8], wahania momentu obrotowego turbogenerato-
rów [7, 8], zaburzenia pracy układów zdalnego stero-
wania [7] oraz urządzeń elektronicznych i energoelek-
tronicznych [7, 18], w tym niewłaściwe załączenie 
tyrystorów.

Rozważane zaburzenia wywierają również szcze-
gólnie niekorzystny wpływ na silniki indukcyjne [3–6, 
9, 19, 30–33], powodując między innymi przepływ 
przez uzwojenia subharmonicznych i interharmonicz-
nych prądu [3–6, 9, 30, 32], wahania momentu obroto-
wego [3–6, 15, 30, 32], drgania i drgania skrętne [4–6, 
15, 24], lokalne nasycenie obwodu magnetycznego 
[33], wzrost strat mocy i przegrzewanie się uzwojeń 
[7, 8, 30–32]. Przykładowo, w pracy [3] subharmo-
niczna o wartości 1% spowodowała wzrost temperatu-
ry uzwojeń o 20 K. Należy dodać, że szczególnie zna-
czący wzrost strat mocy i temperatury uzwojeń oraz 
szczególnie szkodliwe drgania i drgania skrętne wy-
stępują w warunkach rezonansu [3–6, 15, 16, 24]. Ich 
skutkiem może być nawet uszkodzenie układu napę-
dowego [24].

Obecne przepisy i normy dotyczące jakości napię-
cia [34, 35] nie zawierają dopuszczalnych poziomów 
subharmonicznych i interharmonicznych, co jest spo-
wodowane brakiem wystarczających danych. Przy-
kładowo, od wielu lat w kolejnych wersjach normy 
PN-EN 50160 Parametry napięcia zasilającego w pu-
blicznych sieciach elektroenergetycznych [34] znajdu-
je się zapis, że odpowiednie „poziomy są rozważane”. 
Z kolei norma IEEE-519 Standard for harmonic con-
trol in electric power systems [35] zawiera uzasadnie-
nie wprowadzenia dopuszczalnych poziomów rozwa-
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żanych zaburzeń oraz dwie propozycje odpowiednich 
krzywych granicznych. Pierwsza z nich generalnie 
ogranicza podgrupy subharmonicznych i interharmo-
nicznych [8] do poziomu 0.3%, za wyjątkiem zakresu 
częstotliwości 50 Hz – 70 Hz. Według [35], dla dane-
go zakresu dopuszczalny poziom subharmonicznych/ 
interharmonicznych powinien być określony na pod-
stawie wskazań miernika migotania światła, co uza-
sadniono trudnościami związanymi z pomiarem skła-
dowych o bardzo małych amplitudach [35]. Z kolei 
druga proponowana krzywa ogranicza subharmonicz-
ne i interharmoniczne napięcia do poziomu 0,5%, za 
wyjątkiem częstotliwości znajdujących się w pobliżu 
składowej podstawowej oraz 3. i 5. harmonicznej.

Modyfikacja odnośnych norm i przepisów oraz 
wprowadzenie do nich dopuszczalnych poziomów 
subharmonicznych i interharmonicznych napięcia wy-
maga dalszych prac badawczych, dotyczących między 
innymi wpływu rozważanych zaburzeń na silnik in-
dukcyjny.

Silnik indukcyjny zasilany napięciem zawierają-
cym subharmoniczne i interharmoniczne jest tematem 
licznych prac badawczych [3–9, 15, 19, 30–33], doty-
czących między innymi prądów [3–6, 9, 19, 30, 32], 
strat mocy i temperatury uzwojeń [7, 8, 30–32], mo-
mentu obrotowego [4–6, 15, 24, 31], wahań prędkości 
obrotowej [9, 30, 32], drgań i drgań skrętnych [4–6, 
15, 24]. Należy podkreślić, że powyższe prace dotyczą 
stanu ustalonego silnika – biegu jałowego lub pracy 
silnikowej z prędkością zbliżoną do synchronicznej. 
Wyjątkiem jest [30], w której przedstawiono analizę 
charakterystyk mechanicznych silnika indukcyjnego 
zasilanego napięciem zawierającym subharmoniczne. 
W badaniach wykorzystano schemat zastępczy typu 
transformatorowego. Wyniki obliczeń wskazują, że 
subharmoniczne napięcia mogą powodować moment 
hamujący o znaczących wartościach dla silnika pra-
cującego z dużym poślizgiem (np. rozruch). W związ-
ku z powyższym rekomendowano ograniczenie pozio-
mów subharmonicznych do 0.1%.

Głównym celem niniejszego artykułu jest ocena 
wpływu subharmonicznych napięcia na rozruch silni-
ka indukcyjnego. Badania wykonano za pomocą me-
tody elementów skończonych dla silnika indukcyjne-
go klatkowego małej mocy.

Model polowy
Obiektem badań był silnik indukcyjny klatko-

wy typu TSg100L-4B, o znamionowej mocy 3 kW, 
napięciu znamionowym 380 V, prądzie znamiono-
wym 6,9 A i prędkości znamionowej 1415 obr./min, 
z uzwojeniami połączonymi w trójkąt.

Dwuwymiarowy model polowy silnika zaimple-
mentowano w środowisku ANSYS-MAXWELL. 
W pierwszej kolejności wprowadzono otrzymane od 
producenta dane konstrukcyjne silnika oraz charakte-
rystykę magnesowania blach do modułu RMxprt. Nie-
które parametry (np. związane ze stratami mechanicz-
nymi) wyznaczono na podstawie wyników pomiarów. 
Następnie za pomocą modułu RMxprt utworzono 
wstępny model silnika, który skorygowano na pod-
stawie danych eksperymentalnych oraz analizy zbież-
ności. Między innymi zagęszczono siatkę podzia-
łu, zwiększając liczbę elementów z 5 000 do 22 000. 
Zastosowaną siatkę podziału typu tau przedstawiono 
na rysunku 1.

W obliczeniach polowych wykorzystano moduł 
typu transient o nazwie Maxwell2D, który umożli-
wia rozwiązanie stanu przejściowego. Dzięki temu dla 
każdego kolejnego kroku obliczenia są wykonywane 
dla parametrów punktu pracy (np. położenia kątowe-
go wirnika) wyznaczonego na podstawie poprzednie-
go kroku. Temperaturę uzwojeń obliczono za pomocą 
modelu cieplnego silnika [3], pośrednio sprzężonego 
z polowym modelem elektromagnetycznym.

Rys. 1. Wykorzystana siatka podziału

W celu walidacji modelu porównano wyniki obli-
czeń polowych oraz pomiarów dla napięcia zasilania 
o rożnych wartościach oraz przypadków różnych za-
burzeń – subharmonicznych, interharmonicznych oraz 
asymetrii napięcia. Porównanie wyników pomiarów 
i obliczeń zamieszczono we wcześniejszych pracach 
autorów, np. [3].

Więcej informacji na temat wykorzystanego mode-
lu polowego zawarto w [3].

Wyniki badań
Poniżej zamieszczono wyniki badań symulacyj-

nych dotyczących wpływu subharmonicznych napię-
cia na rozruch silnika indukcyjnego.

Eksperymenty numeryczne przeprowadzono dla 
napięcia zasilania zawierającego pojedynczą subhar-
moniczną o wartości Ush=1% (tj. o wartości zbliżonej 
do subharmonicznych spotykanych w rzeczywistych 
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systemach elektroenergetycznych [21, 26]), częstotli-
wości fsh = 5 Hz oraz fsh = 20 Hz (odpowiadającej czę-
stotliwości rezonansowej drgań skrętnych ciała sztyw-
nego [3–6, 16] badanego silnika), oraz względnych 
momentów bezwładności napędzanego urządzenia 
(odniesionych do momentu bezwładności silnika): j=0 
(urządzenie o pomijalnym momencie bezwładności) 
i j=15. Uwzględniono przypadek, dla którego moment 
oporowy napędzanego urządzenia (TL) jest pomijalny 
oraz przypadek, dla którego moment oporowy rów-
ny momentowi znamionowemu silnika (Trat). Ponadto 
wykonano testy referencyjne dla napięcia zasilania 
niezawierającego subharmonicznej. Zestawienie ana-
lizowanych przypadków zamieszczono w tabelach 
1–4, a wybranych przebiegów momentu obrotowego 
i prędkości obrotowej na rysunkach 2–12.

W celu porównania rozruchu silnika dla testu re-
ferencyjnego oraz dla napięcia dla zawierającego 
subharmoniczną, w tabelach 1–4 dodatkowo zamiesz-
czono czas, po którym silnik osiąga 95% prędkości 
stanu ustalonego (t95). Należy podkreślić, że czas po-
trzebny do zakończenia procesów przejściowych (roz-
ruchu) często jest wielokrotnie dłuższy od t95.
Tab. 1. Analizowane przypadki dla j=0 i TL=0

Lp. fsh [Hz] Ush [%] t95 [ms] Uwagi

1.1 - - 20,8 test referencyjny

1.2 5 1 21,0 -

1.3 20 1 21,0 -

Tab. 2. Analizowane przypadki dla j=0 i TL= Trat

Lp. fsh [Hz] Ush [%] t95 [ms] Uwagi

2.1 - - 26,2 test referencyjny

2.2 5 1 26,4 -

2.3 20 1 26,4 -

Tab. 3. Analizowane przypadki dla j=15 i TL=0

Lp. fsh [Hz] Ush [%] t95 [ms] Uwagi

3.1 - - 328,4 test referencyjny

3.2 5 1 330,4 -

3.3 20 1 328,4 -

Tab. 4. Analizowane przypadki dla j=15 i TL= Trat

Lp. fsh [Hz] Ush [%] t95 [ms] Uwagi

4.1 - - 459,4 test referencyjny

4.2 5 1 463,2 -

4.3 20 1 460,6 -

Rys. 2. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 1.1 (test referencyjny, j = 0, TL = 0)

Rys. 3. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 1.2 (fsh = 5 Hz, j = 0, TL = 0)

Rys. 4. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 1.3 (fsh = 20 Hz, j = 0, TL = 0)
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Rys. 5. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 2.1 (test referencyjny, j = 0, TL =  Trat)

Rys. 6. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 2.2 (fsh = 5 Hz, j = 0, TL =  Trat)

Rys. 7. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 2.3 (fsh = 20 Hz, j = 0, TL =  Trat)

Rys. 8. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 3.1 (test referencyjny, j = 15, TL = 0)

Rys. 9. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 3.2 (fsh = 5 Hz, j = 15, TL = 0)

Rys. 10. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 3.3 (fsh = 20 Hz, j = 15, TL = 0)
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Dla wszystkich rozważanych przypadków 
(tab.  1–4), subharmoniczne napięcia powodują wy-
dłużenie czasu t95 ok. 0,5 – 1%. Na rysunkach 2–13 
subharmoniczne powodują wahania prędkości obro-
towej i pulsacje momentu obrotowego w stanie usta-
lonym, natomiast wpływ rozważanych zaburzeń na 
przebiegi prędkości obrotowej i momentu obroto-
wego w trakcie rozruchu można uznać za pomijal-
ny. Należy podkreślić, że rozważane zaburzenia nie 
powodują zauważalnego wzrostu szczytowej warto-
ści momentu obrotowego, co jest istotne ze wzglę-
du na obciążenia mechaniczne układu napędowego 
(np. sprzęgła, wału).

Analizę pulsacji momentu obrotowego i prędko-
ści obrotowej w stanie ustalonym przedstawiono we 
wcześniejszych pracach autorów (np. [4,5]).

Podsumowując, subharmoniczne o wartościach 
obserwowanych w rzeczywistych systemach elektro-
energetycznych mają pomijalny wpływ na rozruch ba-
danego silnika.

Wnioski
Subharmoniczne napięcia powodują powstanie 

dwóch składowych momentu obrotowego – składo-
wej tętniącej [4, 5] oraz składowej stałej, która ge-
neralnie zwiększa moment oporowy. Dotychczaso-
wy stan wiedzy wskazywał, że składowa stała może 
osiągać znaczne wartości w przypadku pracy silnika 
z dużym poślizgiem (np. rozruch) [31] i w związku 
z tym w [31] rekomendowano ograniczenie poziomów 
subharmonicznych napięcia do 0.1%.

W niniejszym artykule dokonano oceny wpływu 
subharmonicznych napięcia na rozruch silnika induk-
cyjnego. W badaniach wykorzystano dwuwymiaro-
wą metodę elementów skończonych. Wyniki ekspery-
mentów numerycznych dowodzą, że subharmoniczne 
napięcia o wartościach obserwowanych w rzeczywi-
stych systemach elektroenergetycznych [21, 26] mają 
pomijalny wpływ na rozruch badanego silnika ma-
łej mocy. Ocena wpływu subharmonicznych napięcia 
na rozruch silników dużej mocy będzie tematem dal-
szych prac badawczych.

Przyjęto: 07.10.2025, zaakceptowano: 24.10.2025, opublikowano: 24.11.2025

Rys. 11. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 4.1 (test referencyjny, j = 15, TL =  Trat)

Rys. 12. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 4.2 (fsh = 5 Hz, j = 15, TL =  Trat)

Rys. 13. Przebiegi prędkości obrotowej (w procentach prędkości syn-
chronicznej) i momentu obrotowego (w procentach momentu znamio-
nowego) dla przypadku 4.3 (fsh = 20 Hz, j = 15, TL =  Trat)
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